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Professor Dr. Karl Federhofer 70 Jahre. 


Ord. Prof. Dipl.-Ing., Dr. techn. h. ¢., Dr. rer. nat. E. h., Dr. techn. Karl Feder- 
hofer, Vorstand des Institutes fiir Technische Mechanik an der Technischen Hoch- 
schule in Graz, wurde am 5. Juli 1885 in Knittelfeld in der Obersteiermark geboren. 
Er besuchte die Staats-Oberrealschule in Linz und die Landes-Oberrealschule in Graz. 


Sodann studierte er an der Technischen Hochschule in Graz das Bauingenieurfach 
und legte 1908 die zweite Staatspriifung ab. An dieser Hochschule sind F. Witten- 
bauer und Ph. Forchheimer seine bedeutendsten Lehrer gewesen; durch sie erhielt 
er die Grundlagen zu seiner besonderen Ausbildung auf dem Gebiete der gesamten 
technischen Mechanik. 


Nach kurzer Tatigkeit bei der Staatsbahndirektion in Linz trat Federhofer in den 
steiermarkischen Staatsdienst ein. Er war mit dem Entwurf von zahlreichen StraBen- 
briicken befaBt und war auch Bauleiter bei einer Reihe von groBeren ReichsstraBen- 
briicken. Wahrend des ersten Weltkrieges ist ihm das gesamte Briickenbaureferat 
des steiermirkischen Staatsbaudienstes anvertraut gewesen. 


Federhofer war stets bestrebt, neben der beruflichen Tatigkeit seine theoretische 
Ausbildung zu vervollkommnen und eine schdpferisch-wissenschaftliche Tatigkeit 
zu entfalten. Bereits im Jahre 1909 war er an der Technischen Hochschule in Graz 
zum Doktor der technischen Wissenschaften promoviert worden. Der Titel seiner 
bedeutsamen Dissertation lautete: ,,Ermittlung der Bogenwirkung in Talsperren”. 
Im Jahre 1913 habilitierte sich Federhofer als Privatdozent an der Montanistischen 
Hochschule in Leoben auf Grund seiner Habilitationsschrift ,,Zur strengen Theorie 
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der Bogentrager‘‘. Noch im gleichen Jahre erschien sein Name im Besetzungsvorschlag 
fiir das Ordinariat der Mechanik an der Deutschen Technischen Hochschule in Briinn. 

Im Jahre 1918 wurde Federhofer von der Deutschen Technischen Hochschule 
in Briinn primo et unico loco auf die Lehrkanzel fiir Mechanik berufen. Doch konnte 
er dieser Berufung erst im Juli 1920 Folge leisten, als die neue Regierung der CSR. 
der Ernennung zugestimmt hatte. Beim Ausscheiden aus dem 6ésterreichischen Bundes- 
dienst wurde Federhofer der Titel Baurat verliehen. 

Zu dieser Zeit finden wir den Namen Federhofers auch in Besetzungsvorschlagen 
der Technischen Hochschulen Graz (1919, fiir Mathematik), Darmstadt (1920, fir 
Technische Mechanik) und Wien (1921, fiir Allgemeine Mechanik); er blieb aber zu- 
nichst in Brinn. Im Jahre 1922 berief ihn die Technische Hochschule Graz als 
Ordinarius fiir allgemeine Mechanik, Hydro- und Aeromechanik. Federhofer nahm 
an und wurde damit der Nachfolger seines Lehrers F. Wittenbauer, dessen welt- 
bekannte Mechanikschule er mit gré8tem Erfolg weiterfiihrt und im Einklang mit 
den fortschreitenden wissenschaftlichen Erkenntnissen stetig ausgebaut hat. 

Prof. Federhofer ist seiner Grazer Hochschule bis heute treu geblieben, obwohl 
ihn die Technischen Hochschulen Miinchen (1931), Wien (1939) und Breslau (1941) 
fiir sich gewinnen wollten. Wahrend der Studienjahre 1925/26 und 1926/27 war er 
Dekan der Fakultaét fiir Bauingenieurwesen. Im Studienjahr 1928/29 bekleidete er 
die Wiirde des Rector magnificus. 

Seine hohen wissenschaftlichen Verdienste brachten ihm 1935 die Wahl zum 
korrespondierenden Mitglied der 6sterreichischen Akademie der Wissenschaften und 
im Jahre 1939 wurde er zum wirklichen Mitglied gewahlt. Nach dem Tode von 
Prof. Trefftz, im Jahre 1938, wurde er Mitglied des wissenschaftlichen Ausschusses 
der Gesellschaft fiir angewandte Mathematik und Mechanik. 1950 wurde er zum 
korrespondierenden Auslandsmitglied der Akademie der Wissenschaften in Tucuman 
(Argentinien) gewahlt. AnlaBlich seines 65. Geburtstages haben Freunde und Fach- 
kollegen eine Festschrift mit zahlreichen Abhandlungen von in- und auslindischen 
Autoren herausgegeben!. Die Technische Hochschule in Wien verlieh ihm 1953 das 
Ehrendoktorat der technischen Wissenschaften und im Jahre 1955 wurde er Ehren- 
doktor der Naturwissenschaften an der Technischen Hochschule Darmstadt. 

Prof. Federhofer hat Fachreferate auf den Getriebetagungen in Dresden (1928 
und 1930), bei der Reuleaux-Feier der Technischen Hochschule in Wien (1931) und 
auf der Getriebetagung in Karlsruhe (1932) gehalten. Eingeladen vom Internationalen 
KongreBkomitee fiir angewandte Mechanik, dessen Mitglied er schon 1934 als Nach- 
folger Forchheimers geworden war, nahm er an den nachstehenden Internationalen 
Kongressen fiir angewandte Mechanik teil: Ziirich (1926), Stockholm (1930), Cambridge- 
England (1934), Cambridge-USA (1938), London (1948) und Istambul (1952); bei 
den fiinf letztgenannten Kongressen war er der offizielle Vertreter Osterreichs. Er 
ist stets als Vortragender aufgetreten, ist aber auch als Verhandlungsleiter titig ge- 
wesen. Auch an den Tagungen der Gesellschaft fiir angewandte Mathematik und 
Mechanik in Freiburg (1951) und Aachen (1953) hat er Vortrige gehalten. 

Prof. Federhofer zihit zu den wenigen Gelehrten, die auch heute noch das Gesamt- 
gebiet der technischen Mechanik beherrschen. Es ist miiBig, die Verdienste dieses 
in aller Welt bekannten Forschers und Lehrers des langen zu schildern. Sein Werk 
spricht fiir ihn: bisher hat er sieben Biicher und 122 Abhandlungen veréffentlicht. 
Federhofer ist auch ein ausgezeichneter Lehrer, dem viele, zu Rang und Namen ge- 
langte Absolventen der Technischen Hochschule in Graz ihre Ausbildung und Erfolge 
verdanken. Nicht nur durch sein Wissen und Kénnen und durch seine Erfahrung, 


1 ,,Beitrage zur angewandten Mechanik‘‘, 415 S., 151 Abb., in Kommission bei: Franz 
Deuticke-Verlag, Wien I, 1950. 
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sondern auch durch verstandnisvolles Entgegenkommen, durch Hilfsbereitschaft und 
ruhig vornehme Kinfachheit hat sich Prof. Federhofer iiberall Freunde erworben. 

Die zahlreichen Schiiler, Fachkollegen und Freunde aus aller Welt begliickwiinschen 
den schaffensfreudigen Jubilar vom ganzen Herzen zu seinem 70. Geburtstage. 


K. Girkmann. 
Originalarbeiten. 


a) Bucher. 


1. Graphische Kinematik und Kinetostatik des starren riiumlichen Systems. 81 S., mit 48 Abb. 
und 5 Tafeln. Wien: Springer-Verlag. 1928. 

. Graphische Kinematik und Kinetostatik (Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 
Bd. I, H. 2). 1128., mit 27 Figuren. Berlin: Springer-Verlag. 1932. 

3. Dynamik des Bogentriigers und Kreisringes, mit besonderer Beriicksichtigung von diinn- 
wandigen und offenen Querschnitten. 1798S., mit 35 Abb. und 26 Zahlentafeln. Wien: 
Springer-Verlag. 1950. 

4. bis 6. Priifungs- und Ubungsaufgaben aus der Mechanik des Punktes und des starren Ko6rpers. 
Wien: Springer-Verlag. 

I. Teil: Statik. 130 8., mit 243 Abb. (165 Aufgaben nebst Lésungen). 1950. 

Il. Teil: Kinematik und Kinetik des Punktes. 103 8., mit 105 Abb. (113 Aufgaben nebst 
Lésungen). 1951. 

HI. Teil: Kinematik und Kinetik starrer Systeme. 139 8., mit 191 Abb. (149 Aufgaben nebst 
Lésungen). 1951. 

7. Aufgaben aus der Hydromechanik. 221 8., mit 235 Abb. (245 Aufgaben nebst Lésungen). 
Wien: Springer-Verlag. 1954. 


bo 


b) Abhandlungen. 


1. Zur Festigkeit radial belasteter Kreisbogen. S.-B. Akad. Wiss. Wien 118/2 (1909). 
. Graphisches Verfahren fur die Ermittlung der Spannungsverteilung in zylindrischen 
Behalterwainden. Beton u. Eisen, Jg. 8 (1910). 

. Theorie des elastischen Kreisbogens. Z. Arch. Ing.-Wesen 56 (1910). 

Zur strengen Theorie der Bogentrager. Osterr. Wschr. 6ffentl. Baudienst, Jg.17 (1911). 

Zur Berechnung des Kreisringes. Z. Arch. Ing.-Wesen 58 (1912). 

. Beitrag zur Berechnung kontinuierlicher Bogentrager. Schweiz. Bau-Ztg. 60 (1912). 

Die Ermittlung des Einflusses von Temperaturveranderungen bei einem elastischen, an 

den Enden eingespannten Bogentrager. Z. Math. Phys. 60 (1912). 

8. Uber die Formanderung gelenkloser Gewoélbe. Osterr. Wschr. 6ffentl. Baudienst, Jg. 18 
(1912). 

9. Uber die Berechnung der Spannungsverteilung in flachen Kugelschalen. §8.-B. Akad. Wiss. 
Wien 121 (1912). 

10. Berechnung des senkrecht zu seiner Ebene belasteten Bogentragers. Z. Math. Phys. 62 
1913). 

1 raat Formbestimmung des Wo6lbmantelbeckens. Eisenbau, Jg. 4 (1913). 

12. Uber die strenge Ermittlung der Form einer allseitig eingespannten Rotationsmembrane 
mit besonderer Anwendung auf die Formbestimmung des Wo6lbmantelbeckens. Eisenbau, 
Jg. 5 (1914). 

13. Zur Berechnung gekriimmter Staumauern. Osterr. Wschr. éffentl. Baudienst, Jg. 20 (1914). 

14. Berechnung der Spannungen in flachen Kugelschalen bei gleichférmigem Oberflachen- 
druck. S.-B. Akad. Wiss. Wien 124 (1915). 

15. Zur Theorie des Kugelgewélbes. Osterr. Wschr. 6ffentl. Baudienst, Jg. 21 (1915). 

16. Elastizitat der flachen Kugelschale bei gleichférmigem Oberflachendrucke. Osterr. Wschr. 
6ffentl. Baudienst, Jg. 22 (1916). 

17. bis 19. Mitteilungen iiber die Stabilitét der Kugelschale. S.-B. Akad. Wiss. Wien 125 (1916), 
126 (1917), 127 (1918). 

20. Uber das Prinzip der kleinsten Formanderungsarbeit. Physik. Z., Jg.18 (1917). 

21. Uber die Berechnung der diimnen Kreisplatte mit groBer Ausbiegung. Eisenbau, Jg. 9 (1918). 

22. tiber die raumliche Forminderung des Bogentragers. Z. Arch. Ing.-Wesen 67 (1921). 

23. Uber die Querknickung gleichma8ig gedriickter Kreisringe. Hisenbau, Jg. 12 (1921). 

24. Dynamik sich andernder Massen. Mitt. Dtsch. Ing.-Verein Mahren, Jg. 11 (1922). 

25. Zur Synthese der Getriebe. Z. angew. Math. Mechan. 3 (1923). 

26. Uber die Kipplast krummer Stiibe. Bautechnik, Jg. 2 (1924). \ 

27. Uber die Kipplasten des krummen Stabes. 8.-B. Akad. Wiss. Wien 184 (1925). 
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. Konstruktion der Kriimmungsmittelpunkte ebener Kurven. S.-B. Akad. Wiss. Wien 135 


(1926); Z. Ver. dtsch. Ing. 69/2 (1925). 


. Konstruktion der Beschleunigungen bei der schwingenden Kurbelschleife. Z. Ver. dtsch. 


Ing. 70/1 (1926). 


. Berechnung der Auslenkung beim Kippen gerader Stabe. Z. angew. Math. Mechan. 6 (1926); 


Z. Ver. dtsch. Ing. 70/1 (1926). 


. Uber das Einbeulen von Kreisringen. S.-B. II. Internat. Kongr. Techn. Mechan., Zirich 


1926. 


. Uber die Beschleunigung bei der raéumlichen Bewegung des starren Kérpers. Z. angew. 


Math. Mechan. 7 (1927). 


. Graphische Kinematik raumlicher Systeme. Vortrag, gehalten auf der Tagung fir Getriebe- 


lehre in Dresden, Sept. 1928. Auszug hievon in Maschinenbau 7 (1928). 


. Graphische Kinematik des Taumelscheibentriebes. Z. angew. Math. Mechan. 9 (1929). 
. Graphische Kinematik der raumlich schwingenden Kurbelschleife. S.-B. Akad. Wiss. Wien 


188 (1929). 


. Kinetostatik flachenlaufiger Systeme. S.-B. Akad. Wiss. Wien 139 (1930). 
. Die resultierenden Tragheitskrafte eben bewegter Scheiben. Z. Ver. dtsch. Ing. 74 (1930). 
. Kinetik ebener Getriebe. Vortrag, gehalten auf der III. Tagung fiir Getriebelehre in Dresden, 


26. April 1930. 


. Raumliche Kinematik. Vortrag, gehalten im ésterr. Ver. dtsch. Ing. in Wien, 10. April 1930. 
. Notiz tiber den fiir die Internationale Tagung fiir Technische Mechanik in Stockholm in 


Aussicht genommenen Vortrag (1930). 


. Berechnung der Kipplasten gerader Stabe mit veranderlicher Hohe. S.-B. III. Internat. 


Kongr. Techn. Mechan., Stockholm 1931. 


. Neue Beitrage zur Berechnung der Kipplasten gerader Stabe. S.-B. Akad. Wiss. Wien 140 


(1931). 


. Zur graphischen Dynamik des zwangsliufigen ebenen Systems. Mh. Math. Phys. 38 (1931). 
. Zur graphischen Dynamik der Mehrkurbelgetriebe. Ingenieur-Arch. 1 (1931). 
. Zur Konstruktion des Momentenvektors fiir die graphische Behandlung der Kinematik 


und Statik des Raumes. Z. angew. Math. Mechan. 11 (1931). 


. Biegungsschwingungen eines Kreisringes bei konstantem AuBen- und Innendrucke. Ingenieur- 


Arch. 4 (1933). 


. Berechnung der niedrigsten EKigenschwingzahl des radial belasteten Kreisbogens. Ingenieur- 


Arch. 4 (1933). 


. Uber die Eigenschwingungen eines diinnwandigen, allseits von Fliissigkeit umgebenen 


Hohlzylinders. S.-B. Akad. Wiss. Wien 142 (1933). 


. Grundschwingzahlen der elastischen Querschwingungen dreifach gelagerter Trager. Bau- 


technik, Jg. 11 (1933). 


. Ermittlung des Beschleunigungspoles der ebenen Systembewegung. Z. angew. Math. Mechan. 
‘13 (1933). 
. Zar Berechnung der niedrigsten Eigenschwingzahl eines Fachwerkes. Stahlbau, Jg. 14 


(1934). 


. Uber Eigenschwingungen und Knicklasten des parabolischen Zweigelenkbogens. S.-B. 


Akad. Wiss. Wien 148 (1934). 


. Zur Theorie des Beschleunigungszustandes der ebenen Systembewegung. S.-B. Akad. 


Wiss. Wien 148 (1934). 


. Eigenschwingungen der geschlossenen Kugelschale bei gleichférmigem Oberflichendrucke. 


(Beitrag zur Festschrift zum 60. Geburtstage L. Prandtls.) Z. angew. Math. Mechan. 15 
(1935). 


. Biegungsschwingungen der in ihrer Mittelebene belasteten Kreisplatte. Ingenieur-Arch. 6 


(1935). 


- Zum Aufsatze F.W. Waltkings tber Schwingzahlberechnung von Kreisbogentragern. 


Ingenieur-Arch. 6 (1935). 


. Zweidimensionale Theorie der Biegungsschwingungen des Kreisringes mit rechteckigem 


Querschnitte. S.-B. Akad. Wiss. Wien 144 (1935). 


. Uber den Einflu8 der Achsendehnung, der Rotationstragheit und der Schubkraft auf die 


Frequenz der Biegungsschwingungen eines Kreisringes. S.-B. Akad. Wiss. Wien 144 (1935). 


. Zur Berechnung der diinnen Kreisplatte mit groBer Ausbiegung. Forsch. Gebiete Ingenieur- 


wes. 7 (1936). 


. Uber die Eigenschwingungen des senkrecht zu seiner Ebene schwingenden Kreisbogens. 


8.-B. Akad. Wiss. Wien 145 (1936), 
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. Uber die Berechnung der kleinsten Knickbelastung des flachen parabolischen Zweigelenk- 


bogens. Bautechnik, Jg. 14 (1936). 


. Uber die Eigenschwingungen der axial gedriickten Kreiszylinderschale. 8.-B. Akad. Wiss. 


Wien 145 (1936). 


. Zur Ermittlung des Druckmittelpunktes in der Hydrostatik. Ingenieur-Arch. 8 (1937). 
, Uber die Eigenschwingungen der Kugelschale. Mitt. 1, 2; S.-B. Akad. Wiss. Wien 146 (1937). 
. Uber die Verwertung der Ergebnisse von Frequenzberechnungen gedriickter elastischer 


Systeme zu deren Stabilititsuntersuchung bei Vorhandensein eines elastischen Wider- 
standes. Ingenieur-Arch. 8 (1937). 


. Zar graphischen Dynamik des Gelenkviereckes. Arch. Getriebetechn. 5 (1937). 
. Eigenschwingungen der Kegelschale. Ingenieur-Arch. 9 (1938). 
- Der vollkommen biegsame Faden unter hydrostatischem Druck. Bemerkung zur Arbeit 


gleichen Titels von R. Schjédt. Z. angew. Math. Mechan. 18 (1938) 


. Uber Schalen gleicher Festigkeit. Bau-Ing., Jg. 20 (1939). 
. Uber die Eigenschwingungen der Zylinder-, Kegel- und Kugelschalen. Proc. V. Int. Congr. 


Appl. Mech., Cambridge (USA) 1939. 


» Schwingzahlberechnung des ditnnwandigen Hohlreifens. Ingenieur-Arch. 10 (1939). 
. Zur Stabilitaét der Katenoidschale. S.-B. Akad. Wiss. Wien 148 (1939). 
. Der senkrecht zu seiner Ebene schwingende Kreisbogentrager mit I-Querschnitt. Z. angew. 


Math. Mechan. 20 (1940). 


. Berechnung der Auslenkung beim Ausbeulen diinner Kreisplatten. Ingenieur-Arch. 11 (1940). 
. Knickung der Kreisplatte und der Kreisringplatte mit veranderlicher Dicke. Ingenieur- 


Arch. 11 (1940). 
Berichtigung zu vorstehendem Aufsatze. Ingenieur-Arch. 11 (1940). 


. Tragfahigkeit der tiber die Beulgrenze belasteten Kreisplatte. Forsch. Gebiete Ingenieur- 


wes. 11 (1940). 


. Berechnung der kleinsten Knicklast einer schwach verjiingten oder verdickten Kreisring- 


platte. S.-B. Akad. Wiss. Wien 149 (1940). 


. Zur Knickung der Kreisringplatte verainderlicher Dicke. 8.-B. Akad. Wiss. Wien 149 (1940). 
. Einfache Bestimmung des Viereckschwerpunktes. Z. angew. Math. Mechan. 21 (1941). 

. Uber besondere Seilkurven. Z. angew. Math. Mechan. 21 (1941). 

. Uber die Bewegung zugeordneter Punkte einer ebenen Kurve und ihrer Inversen. Arch. 


Getriebetechn. 9 (1941). 


. Eigenschaften der Ellipse an den Diagonalschnittpunkten. Z. math. naturw. Unterricht, 


Jg. 72 (1941). 


3. Uber den Einflu8 von Ungenauigkeiten der Form und Starke eines Kreisringes auf die 


Schwingzahlen seiner ebenen Biegungsschwingungen. S.-B. Akad. Wiss. Wien 150 (1941). 


. Die Knicklast eines gleichmaéBig gedriickten Zweigelenkbogens mit exponentiell ver- 


anderlichem Tragheitsmoment. Bau-Ing., Jg. 22 (1941). 


. Schwingzahlberechnung des Zweigelenkbogens mit exponentiell veraénderlichem Tragheits- 


moment. (Mit Dr. Egger.) S.-B. Akad. Wiss. Wien 151 (1942). 


. Zar strengen Berechnung liegender weiter Rohre. Wasserkraft Wasserwirtschaft 38 (1943). 
. Knickung der auf Scherung beanspruchten Kreisringplatte mit veranderlicher Dicke. (Mit 
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Ein baustatisches Verfahren 
zur Berechnung orthotroper Platten und Plattenroste. 


Von H. Beer, Graz. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die orthotrope, drillsteife Platte wird in zwei sich rechtwinklig kreuzende 
Trigerscharen zerlegt und jeder dieser Trager mit einem fiktiven Lastanteil belastet, welcher 
in ihm dieselbe statische Wirkung hervorruft, wie sie im entsprechenden Streifen der orthotropen 
Platte entsteht. Dieses Lastaufteilungsverfahren erméglicht mit praktisch ausreichender Ge- 
nauigkeit die Berechnung der Schnittkriéfte und Durchbiegungen in der Platte, wobei ihre Drill- 
steifigkeit volle Beriicksichtigung findet. Die Methode wird hier auf die an den Randern frei- 
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aufliegende Rechteckplatte angewandt und fiir verschiedene Lastfille erlaéutert. Ihre Anwendung 
auf die elastisch eingespannte Platte wird einer spiteren Arbeit vorbehalten. 


Summary. The orthotropic, torsion resistant plate is decomposed in two series of beams 
intersecting each other at right angles, each beam being loaded by a fictive load portion which 
is assumed to cause in the beam the same statical effect that results in the corresponding strip 
of the orthotropic plate. This load distribution method enables one to compute, with an accuracy 
sufficient for practical purposes, the sectional forces and the deflections occurring in the plate, 
under full consideration of its torsional rigidity. In this paper the method is applied to the 
rectangular plate supported freely on its boundaries, and is explained for various types of 
loading. An application to the elastically clamped plate will be given in another paper. 


Résumé. La dalle orthotrope, rigide et résistant & la torsion, est décomposée en deux séries 
de poutres se croisant & angle droit, et chacune de ces poutres soumise & une partie fictive de 
la charge. Celle-ci produit dans la poutre le méme effet que dans la partie correspondante de la 
dalle orthotrope. Ce procédé de répartition des charges permet de calculer avee une exactitude 
pratiquement suffisante, les forces de section et la flexion dans la dalle, en tenant entiérement 
compte de sa rigidité résistante & la torsion. Cette méthode est appliquée ici & la dalle rectangulaire 
reposant librement sur les bords, et commentée pour différents cas de charge. Son utilisation 
pour la dalle encastrée de fagon élastique fera Vobjet d’un travail ultérieur. 


I. Einleitune. 


Die Verfahren der Elastizititstheorie zur Berechnung von Platten beruhen auf 
der Ermittlung der Durchbiegefliche w (x, y), aus der dann in bekannter Weise 


Abb. 1. Darstellung von p und p; = B:4 4 w (fir ein Plattenviertel). 


durch zweimalige Differentiation die Biege- und Drillmomente und durch dreimalige 
Differentiation die Querkrafte berechnet werden. Der Verfasser hat in einer in 
spanischer Sprache erschienenen Arbeit! auf die grofe Fehlerempfindlichkeit dieser 
Methode hingewiesen, die um so mehr Bedeutung besitzt, als die biharmonische 
Gleichung eine direkte Integration fiir die Rechteckplatte nicht gestattet und daher 
die Biegeflache stets in Reihenform dargestellt werden muB. 

Wir kénnen uns die Ungenauigkeit, welche in den hoheren Ableitungen einer in 
Reihenform gegebenen Funktion entsteht, recht deutlich am Beispiel einer Platte 
unter Gleichlast p im mittleren Teil vor Augen fiihren: Ermitteln wir die Biegefliche 
mit Hilfe des Prinzipes der virtuellen Arbeit unter Verwendung von vier Polynomen 
und rechnen wir die ideele Belastung p;= BAAw (wobei B die Biegesteifigkeit der 


1H. Beer: Calculo aproximado de losas con armadura cruzada. (N&herungsberechnung 
kreuzweis bewehrter Platten.) Rev. Técnica Tucuman 1, Nr. 2, 62—79 (1951). 
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Platte ist), welche dieser Biegefliche entspricht, so erhalten wir erhebliche Abweichun- 
gen dieser Last p; (Abb. 1) von der Ausgangslast p. Ja sogar verschiedene Berechnungs- 
methoden der Elastizitiitslehre geben erhebliche Unterschiede in der ideellen Be- 
lastung p. Nach viermaliger Differentiation haben sich somit ganz kleine Ungenauig- 
keiten in der Biegeflache vervielfacht und man erhilt ein stark verindertes Lastbild, 
trotzdem mit der Ermittlung dieser Biegefliche schon ein erheblicher Rechenautwand 
verbunden ist. 

Der Verfasser hat, daher in der erwahnten Arbeit den umgekehrten Weg beschritten 
und ankniipfend an eine Abhandlung von P. P. Bijlaard? versucht, die Berechnung 
von Rechteckplatten in diejenige von Ersatzbalken umzuwandeln, die so belastet 
sind, da ihr statisches Verhalten jenem des entsprechenden Plattenstreifens gleich- 
wertig ist. Es wird hierbei die wichtige Tatsache verwendet, daB die Integration 
(Mittelwertbildung) fehlerausgleichend ist, waihrend — wie dargelegt — die 
Differentiation den Fehler verstirkt. Da wir hier von der Last ausgehen wollen, 
so erhalten wir durch zweimalige Integration das Biegemoment und durch viermalige 
Integration die Biegefliche. Diese wiederholte Mittelwertbildung gestattet eine 
Naherungsannahme fir die Lastkurve des Ersatzbalkens, welche einen plausiblen 
Verlauf haben mu8 und sowohl die Plattenlast in beiden Richtungen abtragen als 
auch den Einflu8 der Drillsteifigkeit voll beriicksichtigen mu8B. Au®erdem werden 
noch gewisse Vertriglichkeitsbedingungen zu erfiillen sein. 

Wie die praktische Berechnung zeigt, ist das Verfahren einfach, anschaulich und 
weitgehend fehlerunempfindlich. Es setzt nur die Anwendung der Statik des biege- 
festen Stabes voraus und soll deshalb als ,,baustatische Methode“‘ bezeichnet werden. 


II. Die freiaufliegende Platte. 


Wir zerlegen die ideelle Belastung des Ersatzbalkens in zwei Anteile, welche der 
Wirkung der drillweichen, sich rechtwinklig kreuzenden Tragerscharen und der Drill- 
momente entsprechen. Wir wollen den ersten Anteil als Rostwirkung und den 
zweiten als Drillwirkung bezeichnen. 


a) Rostwirkung. 


Setzen wir zunichst symmetrische Vollast voraus, so kGnnen wir mit ausreichender 
Genauigkeit das Verteilungsgesetz q,’ fiir die Lastabtragung des X-Balkens folgend 
erhalten: Von der auf die Platte wirkenden Gesamtlast g (Abb. 2) wird ein Teil ¢ — q,’ 
von den Y-Balken aufgenommen, die sich entsprechend ihrer Durchbiegung an der 
Lastabtragung beteiligen. Da die Biegelinie durch eine Parabel roh angenihert werden 
kann, nehmen wir auch das Verteilungsgesetz von q — q, als Parabel an, so da8 fiir 
den X-Balken das in Abb. 2 schraffierte Belastungsdiagramm q,' verbleibt. Fiir die’ 
Y-Balken gelten analoge Uberlegungen. Um nun die ganze Last durch die beiden 
Balkenscharen abzutragen, muB gq,’ + q,' = q sein. Die Vertriglichkeitsbedingungen 
(gleiche Durchbiegung) wollen wir nur fiir die Mitte aufstellen und erhalten so die 
Lastordinaten q,,’ und q,,,’.. Damit aber ist die Rostwirkung bekannt. 

Fiir die orthotrope Platte fiihren wir die Biegesteifigkeiten B, = H,J,, B, = B,J, 


. +3 By, 
ein und setzen zur Abkiirzung 6 = >* und A= un wobei 1, <l,. In erster Naherung 
wird dann: y P - 

i ta dx a as Gm iT at B 7a . (1) 


» J. Baumann und H. Beer: Sobre el caleulo de placas mediante Polinomios. (Uber die 
Berechnung von Platten mit Polynomen.) Rey. Técnica Tucuman 1, Nr. 2, 204—223 (1951). 

* P. P. Bijlaard: Approximative method of analysis for rectangular reinforced concrete 
plates under uniformly distributed or hydrostatic load. Vorbericht des 3. Kongresses der J. V. 
B. H. Liége, 1948. 
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Wir zeigen spiter, daB die Rostwirkung fiir die X- 
Balken damit ausreichend genau wiedergegeben 
wird, wahrend wir fiir q,,,’ den richtigen Wert durch 
die genaue Erfiillung der Gleichheit der Mitten- 
durchbiegungen erhalten werden. Der Wert 


, 1 : 
Ody m! = IT + pe 


welcher sich aus der Lastabtragungsbedingung 
dx + dy’ = @ ergibt, bedarf daher einer — wenn 
auch in der Regel kleinen — Verbesserung. 

Fiir die isotrope Platte 6 = 1 erhalten wir die 
Formel von Marcus‘. Es besteht jedoch ein grund- 
legender Unterschied zwischen beiden Verfahren, da 
Marcus qm’ bzw. dy m’ gleichmaBig verteilt annimmt, 
wahrend wir hier die in Abb. 2 schraffierte Ver- 
teilung zugrunde legen. 

Das Biegemoment in der Mitte des X-Balkens laBt 
sich aus dem Belastungsdiagramm ermitteln. Fiir den 
Sonderfall der Gleichlast g und Verwendung des 


dimensionslosen Belastungswertes ¢,. = fem erhal- 
ten wir eet e es : 
my. = 48 (1 FB Gem ); (2) 
: E . Abb. 2. Belastungen der Ersatz- 
wahrend M,,,’ spiter ermittelt wird. balken fiir symmetrische Vollast. 


b) Drillwirkung. 
Bezeichnen wir mit 2 C die Drillsteifigkeit der orthotropen Platte, so gilt fiir die 
Schnittkrafte unter der Annahme » = 0: 
i= Fs se ia 
Cx 


M,=— By ye May=—2C aay: 
Fiir die kreuzweis bewehrte Platte ist 2C =) B, B,. 
Die Drillmomente der Y-Balken verbiegen die X-Balken. Da sie an den vorderen 
und riickwartigen Seiten der X-Balken entgegengesetzt gerichtet sind, kommt fiir 


diese Biegung nur ihre Anderung = “dy zur Wirkung (Abb. 3). In den X-Balken 
von der Breite dy = 1 entstehen somit die Biegemomente: 
4 ‘ ¢ | (Bw ny Ow Fon 2C 


Hierbei ist M, das Gesamtmoment in der Y-Richtung der Platte. Im X-Balken 


wirkt somit das Biegemoment: 
Moa +,” (4) 


Zur Ermittlung von M,” setzen wir: >,°™ = f /?. Hs ist dies ein Niherungswert, 


der sich auch aus der Berechnung der Platte nach der Elastizitatstheorie unter Zu- 
grundelegung eines Polynoms w = ¢,, X, Y, ergibt. Diese Naherung wird jedoch nur 
fiir die Ermittlung der Drillwirkung im X-Balken eingesetzt. Die Genauigkeit ist 


: : Lie tee: 
hierbei praktisch ausreichend. Mit c,=—— wird dann 
2 
oe 
Mam = Mam Bro, (5) 


4 H. Marcus: Theorie elastischer Gewebe, Bd. I/2. Berlin: Springer-Verlag. 1932. 
5 Es laBt sich leicht zeigen, daB die Integrationskonstante verschwindet. 
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und fiir den Sonderfall der Gleichlast: 


CMP BM ile 
Mam = ~¥ (1+ 5355) Yin Cpe (6) 


Gl. (6) stimmt nur fiir die quadratische, isotrope Platte mit der Naherungsformel von 
Marcus iiberein. Man erhalt dann den genauen Wert: 


M 


a 
2m — ae i Too 9 
Um die Zustandslinie der Biegemomente in der Platte langs der X-Achse zu finden, 
miissen wir ein Verteilungsgesetz fiir den Lastanteil q,”, welcher das Biegemoment 
M,,"" erzeugt, annehmen (Drillwirkung). Auch hierfiir ist eine Parabel ausreichend 
genau, so da die Lastordinate in der Mitte wird: 


Pe 48 M ym” 48 Mam’ Ce 


Gen a 5ql,? Fina 5 qb? R2° (7) 


X-Balken 


SS] 
Abb. 3. Wirkung der Drillmomente auf den Abb. 4. Zustandslinie der Biegemomente in den 
X -Balken. Mittelschnitten bei Vollast. 


Die gesuchte Ersatzlast ¢, = q,' + q"’ fir den X-Balken ist in Abb. 2 eingetragen. 
Fiir Gleichlast erhalten wir: 
Cp BH 1 le 


dam = 1 Eee T Ep 6 Ree (8) 
und mit &€ = os die Momentenverteilung: 
Ba 
lie : rs 
M, =“E [1 +5 Gem — 6 Gam $ — (1 — Gam) &1- (9) 


Die Abweichung der mit Formel (9) gerechneten Biegemomente von den genauen 
Werten betraigt héchstens 3%. 

Der Lastanteil q,, welcher von den langeren Y-Balken abgetragen wird, kann nun 
direkt aus der Gleichsetzung der Durchbiegungen /, ,, = f/,, ermittelt werden. Wieder 
wird fiir Gleichlast: 


q Lat = ql, < 
heen a 5760 B,, (14 61 Cea): Te aA 5760B,, (14 F 61 Fy m) 

und der gesuchte Lastanteil in Balkenmitte 

0 = US Gort 1 

dum = Yam" FAR - 61 (53 = 1). (10) 
Die Gleichung des Biegemomentes lautet mit 7 = sie 

ql? = = ‘ 2 
M,= a [1 + 5 dym aa 6 dum i es (1 — Gym) n*). (11) 


Fiir negatives q, ,, tritt ein zweiter Extremwert (Maximum) im Abstand 7 = ) en 
~ £m 


Ein baustatisches Verfahren zur Berechnung orthotroper Platten und Plattenroste. 83 


auf, wobei q,,, in die Wurzel positiv einzusetzen ist. 
In Abb. 4 sind die dem Fall 4 = 1:3 und B = 1°5 zu- 
gehoérigen Diagramme eingetragen. 


Fiir Platten, welche die Lasten vorwiegend nach der 
X-Richtung abtragen (8 7? > 4), empfiehlt es sich, das 
Verteilungsgesetz von q, etwas zu andern, in die Parabel AZ LRU AZZ 
ein gerades Zwischenstiick von der Lange 1, — 1°51, : 
einzuschalten' und f,,, bzw. M, mit dieser Last- 
verteilung zu rechnen. 


If. Unsymmetrische Lastfille. 


Wir behandeln als Beispiel eine Dreieckslast in der 
X-Richtung (Fliissigkeitsdruck) und bezeichnen die 
Lastordinate am rechten Plattenrand (Abb. 5) mit 2 q. 
Fir den Lastanteil ¢,.,,’ gilt dann Formel (1). Fiir ¢ — q,’ 
k6énnen wir wieder eine quadratische Parabel annehmen, 
denn Vergleichsrechnungen haben gezeigt, daB die 
Annahme einer kubischen Parabel (gestrichelt), welche 
die Unsymmetrie in der Last  beriicksichtigt, die 
Momentenverteilung nicht wesentlich beeinfluBt. Das  4)) 5 Polashing dec Breatr: 
Biegemoment in der Balkenmitte ist in beiden Fallen aiken fiir die Platte unter 
gleich groB, waihrend der Maximalwert bei Annahme Dreiecklast. 
einer symmetrischen Parabel nur wenig gréfBer ist. Es 
ergeben sich dann wieder die Formeln (8) und (10) fiir g,,, und q,m, wahrend die 
Biegemomente in den Achsenschnitten nun sind: 


Be og) a 2g.) PP EG en a 
M,... {nach Formel (11)]. 


Will man noch die Durchbiegungen ermitteln, so ist dies, da die Lastverteilungen 
q. und q, der Balken festliegen, eine einfache baustatische Aufgabe. Wir erhalten in 
der X-Achse: 


[w]vao= qe ge (75 — 7§— 90H + 108 + 15 — 3 — 


Will man genauer mit einer kubischen Parabel fiir die Rost- und Drillwirkung rechnen, 
so wird die Lastverteilung: 
1 


IV. Teilbelastung. 

Wir untersuchen den Fall einer Flachenlast mit den Belastungslangen «, /, und 
x,l, Aus dem Durchbiegungsvergleich der Balken und bei vollstandiger Last- 
abtragung wird mit der dimensionslosen Abktirzung 

. ae geese Se) 
Oe AS — A Oe) ” 


die Mittelordinate der Last infolge Rostwirkung: 


Pam = 1+ x, A° 
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Wir behalten zunichst die parabolische Verteilung von p — p,’ tiber den X-Balken bei 
(Abb. 6) und berechnen: 


2 5 is ees 
Mise = s [aXe (2 as Oy.) sx 7 MA. — Pam )}. (14) 


Fiir das Verhialtnis der Biegemomente fiihren wir fiir die Streckenlast 
M Oey (ee X oa) 


bet Bae RS} 
i, TO Male ge (15) 
of 2C 
in die Gleichung VM, = M,' — aie ein und erhalten mit c, = 0 i 4 das 
¥ y 
gesuchte Biegemoment in Plattenmitte fiir «, = «, 2 0°5: 
ips 5 Ae 22 


Fiir den Sonderfall der quadratischen, isotropen 
Platte ist p, »’ =0°5 und A=c,= 1. Man erhalt fir 
ogfas: of MESO5. nach? (VG4 


pe 
a1) Ge = Wan = 


Dieser Wert weicht nur wenig von dem nach der 


Elastizitatstheorie berechneten ab (0°0209 gegen 
0°0220). Fir « = 1 (Vollast) erhalt man aus (16) 
die unter IL} abgeleitete Formel (6). 


Infolge der Drillwirkung wird der Lastanteil 


meth Rates 48 M c = 
Pzem = Spl a (17) 


abgetragen, so daB sich mit Pom = Pom + Pam’ 


Ds “E LJ -* . 
‘AMbial Helastang dey Ween naleee folgende Verteilungen fiir das Biegemoment des 


fiir Teilbelastung. X-Balkens ergeben (Abb. 6): 
oe ae 
pl, u — 2 
M,= 8 [2 Xe CL Sa) eke = D4 va) (oo ee (18) 
ae aie 
pl,? 1 ™ f x 
Mg = gl ee (UL €) = (oe iF) ae Pa) (ClO ee (19) 


Der Durchbiegungsvergleich ergibt den Lastanteil des Y-Balkens 


= i it ae 
Pum = ar Pk [15 Xy (8 = 4 a i O°) -= Ot (1 ed Das = 


16 Oy (8,2 4 mgt ere ae 61) (20) 


und die Verteilung: 
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Oy ly | 
¥2- 7°: 
pl? 1 ah 
y= 8 at oy (1 —7) —| (1 — Pym) (5 tay 6»? a4") (21) 
ant 
Os —: 
en 


M, = =" [2 a, (1 — 9) — (a? — 4) — (i — Pym) (5 — 672 + 74)]. (22) 


Fiir konzentrierte Flichenlasten (x < =| ergibt Formel (13) zu niedrige Werte 


fiir p,m’, da die Lastabtragung durch die Y-Balken p — p,’ auf die ganze Linge 1,, 
erfolgt, waihrend die Last p nur auf die Lange «, 1, wirkt. Wir kénnen dies dadurch 
beriicksichtigen, daB wir mit einer Lastordinate wu (p — py m’) rechnen und yu zwischen 


1 
den Grenzwerten 1 (tir 2 =) und 0°5 (o.= +) geradlinig einschalten. Noch 


stirkere Lastkonzentrationen haben auf den Verlauf der Biegemomente auBerhalb 
der Last keinen nennenswerten EinfluB8, waihrend der kleine Lastbereich leicht erfaBt 


werden kann. Fiir die quadratische Platte und «~ = 0°5 erhalt man fiir « = a und 


P= (al)-p nach (16) den Wert M,,,, = 0°23 P. der gut mit Berechnungen nach 
der Elastizitatstheorie tibereinstimmt. 


V. Schlu8betrachtung. 


Es war die Absicht des Verfassers zu zeigen, daB die Aufteilung der Lasteinwirkung 
in orthotropen Rechteckplatten in ,,Rostwirkung“ und _ ,,Drillwirkung“ die Riick- 
fiihrung der Plattenberechnung auf jene von Tragern erméglicht. LEinzelne hier 
gebrachte Beispiele und weitere vom Verfasser durchgefiihrte Vergleichsrechnungen 
haben bewiesen, daB es praktisch ausreicht, fiir die fiktiven Lasten, welche diesen 
beiden Wirkungen entsprechen, plausible Verteilungsgesetze anzunehmen, sofern sie 
die Vertriglichkeitsbedingung in einem ausgezeichneten Punkt der Platte und die 
Bedingung der Lastabtragung erfiillen. Wie auch die durchgefiihrten theoretischen 
Betrachtungen zeigen, ist dieses Verfahren der direkten Ermittlung der Momente 
aus den Lasten durch zweifache Integration (Mittelwertbildung) in hohem Mabe 
fehlereliminierend, wihrend die Verfahren der Elastizitatstheorie, welche die 
Momente aus der Biegefliche durch zweifache Differentiation ermitteln, fehler- 
verscharfend sind. 

Die beschriebene Methode ist grundsatzlich verschieden vom Naherungsverfahren 
von Marcus, das keine Lastverteilung annimmt und den Einflu8 der Drillmomente 
empirisch beriicksichtigt. Lediglich fiir die quadratische isotrope Platte unter Gleich- 
last gehen beide Verfahren ineinander tiber. Nach Marcus erhalt man jedoch stets 
nur Maximalwerte, wiihrend hier auch die Zustandslinien der Momente in einzelnen 
Schnitten und die Durchbiegungen ermittelt werden k6énnen. 

In dieser Arbeit wurde, um die Rechnung fiir die Praxis einfach zu gestalten, auf 
eine dort nicht erforderliche Genauigkeit verzichtet. Es steht jedoch nichts im Wege, 
das Verfahren zu verfeinern, indem man weitere Bedingungen fiir die Lastabtragung 
aufstellt und in mehreren ausgezeichneten Punkten die Durchbiegungsgleichheit her- 
stellt. Die Methode wurde hier nur auf die orthotrope Platte angewendet. Natiirlich 
kann man mit ihr auch den Plattenrost und den drillsteifen Rost mit vielen Rippen 
behandeln, wenn man seine Drillsteifigkeit entsprechend einfiihrt. 

Die Behandlung der elastisch nachgiebig eingespannten Platte erfordert noch 
einige zusitzliche Uberlegungen, auf die der Verfasser an anderer Stelle zurtick- 


kommen wird. (Eingegangen am 5. April 1955.) 


86 H. Egger: 


Zur Anwendung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen 
auf die Ermittlung von Gleichgewichtslagen. 


Von H. Egger, Graz. 
Mit 8 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Zur Berechnung von Gleichgewichtslagen in der Statik starrer Kérper 
verwendet man mit Vorteil das Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Mit Hilfe dieses Prinzips 
werden im folgenden einfache Formeln abgeleitet, deren Anwendung auch in schwierigeren Fallen 
sofort die Gleichgewichtsgleichungen liefert, wobei nur die Kenntnis einiger Winkel nétig ist. 


Summary. For computing equilibrium positions in the statics of rigid bodies the principle 
of virtual displacements may be favourably used. By means of this principle simple formulae 
are derived from which the equilibrium equations at once follow even in more difficult cases if 
only certain angles are known. 


Résumé. Pour calculer des positions d’équilibre dans la statique de corps rigides, l’on a 
intérét & appliquer le principe des déplacements virtuels. L’on déduit ci-dessous, a Vaide de ce 
principe, des formules simples dont l’application donne immédiatement — méme dans des cas 
difficiles — les équations d’équilibre. I] n’est besoin pour cela que de la connaissance de quelques 
angles. 


Zur Auffindung von Gleichgewichtslagen starrer Korper verwendet man oft mit 
Vorteil das Prinzip der virtuellen Verschiebungen. ErfahrungsgemaB scheut man 
sich jedoch, das genannte Prinzip zu verwenden, wenn an den Beriihrungsstellen 
der Kérper Reibungskrafte auftreten. Im folgenden wird gezeigt, dai auch in solechen 
Fallen das Prinzip in einfacher Weise zum Ziele fihrt. 


Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen besagt bekanntlich, daB ftir ein im 
Gleichgewicht befindliches System von Korpern die bei einer gedachten Verschiebung 
geleistete Arbeit aller A4uBeren Krafte Null ist, also 


SY 6A= YB 63 =0. 


Ks ist fiir die Anschauung vorteilhafter, wenn man statt der Verschiebungen der 
Korperpunkte entsprechende Geschwindigkeiten nimmt, womit das Prinzip in der 
Form 


Desiree 
ry 


erscheint, worin unter $8, alle auBeren Krifte zu verstehen sind, die bei der vor- 
genommenen Verschiebung Arbeit leisten. 


Fir einen Korper oder fiir ein System von Korpern, welche der Einwirkung 
eines ebenen Kraftsystems unterliegen, laBt sich fiir .§Y,-v, ein einfacher Aus- 
druck ableiten, der im folgenden gegeben wird. 

Kin Geschwindigkeitszustand in der Ebene ist bestimmt durch Angabe der 
Geschwindigkeit », = v,e, eines Scheibenpunktes A, und der Richtung e, der Ge- 
schwindigkeit eines zweiten Punktes A, (Abb. 1). 

Ks gilt die Beziehung 

De = Ue es = 0, +O a5, (1) 
worin w die Winkelgeschwindigkeit der ebenen Bewegung und a, = f x a, der aut 


dem Vektor a, im Sinne einer Rechtsschraube senkrecht stehende Vektor ist (£ ist 
der Kinheitsvektor senkrecht zur Ebene). 


Ks gilt 
a’ = —a; . ab+ b= (f x a): b= (ta, b) = — Cb, a) = — a BL. 
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Nach skalarer Multiplikation der Gl. (1) mit e,t folgt 


0 = U7 G3 > éak +. Qy 3 Co WM, 
woraus 


i are a Pi” 
Fiir einen weiteren beliebigen Kérperpunkt B gilt dann 


exe 4 Gitte oy 


hae 
de =v, + obt =v, (e, + 3 (2) 
\, 1 
mit b = A,B. 
8 
é 72 
A 
27 a7 od 
Ay 
Abb. 1. Abb. 2 


Fir alle Krafte $,, die in den einzelnen Punkten B, angreifen und bei der vorge- 
nommenen Verschiebung Arbeit leisten, gilt .\’Y,-», = 0 oder mit Gl. (2) 
k 


B+ a DB bet = 0 () 


ae fs und die vektorielle Summe der Krafte §§, ist. Die Anwendung 


der Gl. (1) erfordert nur die Kenntnis der Winkel der einzelnen Vektoren gegen- 
einander. 


worln p, = 


Beispiel: Eine homogene rechteckige Platte vom Gewichte G stiitze sich in 
den Ecken A,, A, an zwei unter « und f gegen die Waagrechte geneigten rauhen 
Ebenen (Reibungsziffer /, und /,).. Man bestimme fiir die Gleichgewichtsgrenze den 
Winkel y (Abb. 2). 

Wahlt man die Verschiebungsrichtungen e, und e, so, da sie gegen die schiefen 
Ebenen unter den Reibungswinkeln 0, bzw. 0, geneigt sind, wobei /, = tg 9, 
fo = tg Oo, so leisten die Auflagerdriicke W, in A, und YW, in A, bei dieser Verschiebung 
keine Arbeit und Formel (I) ergibt 


G++ 6-H =0, 
Pr 
oder 
Prey {rb-{=9. (3) 
Fiir p, erhalt man nach Ansicht der Abb. 2b 


cos (180 —f+o+ 9) _ cos (p — B + Qo) _ 
Pie © cod OU— PB + 0, — 0 == 0:) sin (a+ B+ e1— es) 


und aus (3), da j- bt = —j'-b=1-b: 


ce (p — B + @2) 
sin (« + B+ @1— @2 


y sin (a + Q)) = < cos (p +y); 


b 
worin d?=—a?+ 0 und tgy = = 


88 H. Egger: 


Fir tg ergibt sich daraus nach einfacher Rechnung 
sin (a + @1) sin (B — @2) b 1 sin (% + @:) cos (B — @2) 


8? | sin(atBea—e) | 2a) 2 sin(a+B+e,—e) - 
Nach Anderung der Vorzeichen von 0, und Q, ist die zweite Grenzlage festgelegt. 


Fiir a =b und 0, = e,= 0 ergibt sich aus obiger Gleichung 
ctg « — ctg Bp 1 
08 Go oii ak ote o. 
Handelt es sich um den Gleichgewichtszustand mehrerer gelenkig verbundener 
Korper, die einem ebenen Kraftsystem unterliegen, so laBt sich auch hierfiir ein 
einfacher Ausdruck ableiten. 


Abb. 3. Abb. 4. 


Es seien die Geschwindigkeit vp, = v,e, des Punktes A, der Scheibe 1 sowie die 
Richtungen der Geschwindigkeiten der Punkte A,, A,, A,... vorgegeben (Abb. 3). 
Aus pes L 
De =D, + @, 04 


My ° &g 
e,t s €5 i 


Ci 5 . 5 (>) =| 
ergibt sich wie vorhin w, = — mit = 
Ai Pi £ 


Die Geschwindigkeit des Gelenkpunktes A, der Scheibe 1 ist dann 


(a5 
Ys = UY (er Seed (4) 
und die Geschwindigkeit irgendeines Punktes der Scheibe 1 
bt 
Dei = Y% (es +, 


Fiir die Geschwindigkeit », des Punktes A, der Scheibe 2 gilt 
U4, C4, = Ds + Ws as’ 
woraus nach skalarer Multiplikation mit e,' folgt 


0 = Ds° ig + Wy Qe * Ca, 
oder mit Gl. (4) 


Danach ist 
Vv . : 
Ws — —t mit Po — 4 
P2 (e re Cy P 
ue Pi 4 
Mit diesem wm, berechnen sich 
(yb (gb 
Hee le St ae | 
5 L=i a Py Po 5) 


1 Siehe K. Federhofer: Priifungs- und Ubungsaufgaben aus der Mechanik des Punktes 
und des starren Kérpers. I. Teil: Statik, Aufgabe I/17. Wien: Springer-Verlag. 1950. 
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Fir die 1-te Scheibe ergibt die analoge Weiterfiihrung der Rechnung 


bjt 
mit a 
a 
a; C3; c= VW (ur a 
Pi (e,t = G,_1) C5; oF eae Py ? (Cy = 0) 


a 


Werden die bei der virtuellen Verschiebung an der i-ten Scheibe Arbeit leistenden 
n 
Krafte mit 8;,, bezeichnet, so muB > DS ¥i x Y 2,4 = 9 sein, oder nach Ersatz von 


i=1 k 
Vgi,z AGurch den Ausdruck (5) 


Abb. 5. 


Bezeichnet i= >’ »>’$;,;, die Resultierende aller Arbeit leistenden Kriafte und 
i=1 k 
:=>'$;:,, entsprechend die Resultierende der an der 7-ten Scheibe wirkenden 


i 
Krafte, so erhaélt man schlieBlich 


n n 
1 
ey Rt DR C+D 5D Bin bh, = 0. (11) 
i=1 fol E 
Die darin vorkommenden Abkiirzungen sind 
= aqy f 2) “5 (a Coy ae Lo ee 
ee el - @, * La (e,4 —G,_1) - egy’ Sie =) Po’ (Go =, 


Vollfiihrt die erste Scheibe eine reine Drehung um einen Fixpunkt, so numeriere man 
die Scheiben wie in Abb. 4 und verwende die Gl. (II) nach Hinzufiigung des Gliedes 


Boo ; ot 
at ——~ und setze e, = eo. 
o 0 


Die folgenden Beispiele sollen den einfachen Gebrauch der Formel (II) demon- 
strieren. 

1. Drei homogene schwere Stibe sind mit reibungsfreien Gelenken miteinander 
verbunden und stiitzen sich in der gezeichneten Weise auf einen rauhen Block. Man 


finde die Beziehungen zwischen den Winkeln 9,, 9, p3 fiir Gleichgewicht (Abb. 5). 


Ingenieur-Archiv IX, 2—3. i 
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Formel (II) gibt hier, wenn e, und e, entsprechend gewahlt werden: 


3 
e,: (G, + G + Gs) + G,- Ct + G+ Ct +>5- G,- bt = 0, 
c= 


F . Gy 
oder mit ©; = — jG; und y, = |G: 
1 


: ; ; 1: : ak 
(lL +4. + 4s) 4° e1 + yet: GC, +t Ge sedge pit bs +i by = 0. 


Es werden mit a = A, A, und b= A; A;: 


Tg * €4 pad Mg 
P2= ly feta yen ©,=€, +4, Dy” 


Tae aif 

Fee a I yee 
2 Pi 

Tlg * €g 


Ps = 2 (e4 — @,) - eg ; 


Aus Gl. (6) wird nun 
A l 
(Eps Pye) SIP 0) Yap, 08% + Ys (= cos 9, +2 cos 9.) =r 


Wats is ls ms 
rons (3 — a) COS 1 + ¥2 95 rs COS 2 + ¥3 op, Ds COS M3 = 0, 
oder 
a : l 1. y 
(1 + 72+ 7s) Fx cos y, — sin (y,; — 0)| — Bp, 008 M1 + = (me os 22) cos gy, + 


l 
+ Bp, 73008 Ys = 0. 
€, und e, koénnen noch geeignet gewahlt werden. 


Nimmt man a) e, =e, und e, = e,, dann werden 


Pi =OQ, PpP2= OH, v= 6, = 6, tb ee 
und Gl. (7) ergibt: 
: et + yw, — 2 
— (1 + v2 +3) sin (v1 — 0) + 7s om — ae a COS ps = 0. 


Wahit man b) e, =e, und e, = eg, dann ergibt sich 
Ny + &6 COS (P2 + Ps — 2g) 


Pir =O, C, = 0, Po=l, eines. 2 sin (p, + ~;— 20)” P3 = 2, 
und aus Gl. (7) folgt 
: i = 5 
— (1 + ¥2 + ys) sin (~1 — @) + |2 = ys] ae — 2 COS Y, = 0. 


Wahlt man schlieBlich c) e, =e, = es, dann werden 


= (91 + 9s — @) 
sin (~, + ~; — 2 @) 


P2a=Ps=O, Pr =a 


und man erhialt 


L, )= (P1 + 3 — 2 @) cos y, = 0 
aa . 


— (1 + 72 + Ys) sin (p; — @) +(1 Oa d MeL 4 Semis 9 fy Lip eg 
Zu den Gl. (a) bis (c) treten noch die geometrischen Beziehungen 
asin p, + 1, sin py, = bsin gs, 


a COS Y, + J, Cos MY, + b cos Y, = B. 


(6) 


(7) 


(b) 


(c) 


2. Zwei hohle Halbzylinder von den Gewichten Q, und Q,, die gelenkig verbunden 
sind, stiitzen sich auf eine rauhe Ebene. Ein schwerer Stab vom Gewichte @ ist an 
einem Ende an einem fixen Drehpunkt befestigt, am anderen Ende mit dem ersten 
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Zylinder gelenkig verbunden. Die Schwerpunkte aller drei Kérper befinden sich in 
einer lotrechten Ebene. 


Man finde die Gleichgewichtsgrenzlage (Abb. 6). 
Formel (II) ergibt, da der Stab eine reine Drehung um 0 ausfiihrt, mit den Be- 
zeichnungen der Abb. 6: 
l 1 1 
G- eo a to > (0) + 04) + O,- C+ aerae an ry tp a 2 = 0 


U8 Sepa 
Ga es 


oder mit 


: ul Spates aa : 
i-eol5 ae 73) t- Gye + ori by + iv be = 0. (8) 


Mit den gegebenen GréfSen 7,, 72, €,, &, werden 
by 4m, =m —jN, 


by = %eMg— Egg, Ag = 1p tle — js 
und damit aus (8): 


(5 + 3 + 72) e08 ¢ + yet°@, +5* (7 008 — &, sin y,) + 


== i (7, COS Wo + & Sin py) = 0. (9) 
2 
Weiters ergibt sich 
Gr Ge 2 (Spo) an : GOS (Ws Gy) = SimiO( 
fi ae 9 * &p = ? cos (p + @;) 
My ly * eg Gig Dee 
al a Po = Gxt G, ee a (€9 + ©) - ea 
Cos (Yz + Qg) + SIN Qe 
ee aa: 
cos (p — Qy) + cos (Y; — @z) 
1 
a damit el vty Sa = gesetzt wird: 
und aus (9) erhalt man damit, wen ms Ager, : 


1 cos (p + 0) = : = 
(5 at eae 72) C08 O “eo8 (ur=e C= SIP Gi [(y1 + 2 72) Cos yy — 71 A, Sin yy 


—2y_Icos (py; — @2)] — 72 Leos (p — o2) = 9, 
pesoel r COS Pz + Ay SIN Yo 
~ COS (Py + Qg) + SiN Oy 


he 
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Dazu treten noch die Beziehungen: 
h=Ising +7, (1 +sin y); 
r, (1 — sin y,) = 72 (1 — sin pp). 


SchlieBlich sei noch fiir eine mégliche Verschiebung eines starren Korpers im Raume 
ein Beispiel gegeben. 

Der Geschwindigkeitszustand der raumlichen Bewegung ist z. B. eindeutig fest- 
gelegt durch Angabe des Geschwindigkeitsvektors eines Punktes, der Richtung der 
Geschwindigkeit eines zweiten Punktes 
und eine durch einen dritten Punkt ge- 
legte Ebene, in der dessen Geschwindig- 
keitsvektor liegen soll*. 


Abb. 7. Abb. 8. 


Mit 1 als Winkelgeschwindigkeitsvektor und u als Translationsvektor sind die 
Geschwindigkeiten »,, v, zweier Punkte A,, A, (Abb. 7) gegeben durch 


y=) xy =i oR 
Zwischen », und », besteht demnach die Beziehung 
Do ——— Dy + wy xX (4, (10) 


woraus durch skalare Multiplikation mit a, folgt (v, = v, e,) 


Py Oy 
oS Cy Oy 
Fiir einen dritten Punkt A, gilt ebenso 
Ys = 0, + X dg. (11) 


Als bekannt anzusehen sind v, = v, ¢;,¢, und ¥3- 1m = 0, wenn n der Normalvektor 
einer Ebene durch A, ist. Aus (11) folgt 


0=h,: tt + Ww (ay X 2). 


Fir den Vektor ww gelten also die zwei Gleichungen 


ey z ay 
= = ) 
ey ay e,] Vy i. 


w X 0, = Ve — 0, = % (Cp 
und 
ty s(t Mtg) SE GR 


2 Siche K. Federhofer: Raéumliche Kinematik und Kinetostatik des starren riumlichen 
Systems. Wien: J. Springer. 1928. 
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Daraus ergibt sich 


aS €, "Wa, + (mW X a) Xp . 
=v, — ae My, @,) ; ? [a,-p=0, (11, My, ay) + 0]. 


Fiir einen beliebigen Punkt B des Korpers ist weiters 


und die Forderung Y"$,-v,;, fiihrt damit zur Gleichung 
E 


er ht to OG, SO; (IIT) 
k 
darin sind 
ets ete — Qe," 1a, + (tm X ay) X p Ne ee a 
t= _ Pe = (11, @y, Ay) ; iia €y * Ay mee 


Beispiel: Eine homogene, rechteckige Platte vom Gewichte G kann in den 
Hiilsen A,, A, an einer glatten Stange gleiten, die unter « gegen die Waagrechte 
geneigt ist und wird in A, durch ein Seil von gegebener Linge / gehalten. Man be- 
stimme die Gleichgewichtslage (Abb. 8). Gl. (III) lautet in diesem Falle, wenn 
€; =e, =f gewahlt wird: 


e,°G + -(r x G) = 0. (13) 
Wegen e, =e, wird p = 0 und damit 
ae Es wot 
Deh tn et)” 
In bezug auf das in Abb. 8 festgelegte Koordinatensystem sind 
G COs « — sin p cos 6, 
G=}; 0 F G== 4. COSY. i= \cos 0, 
G sin « 0 cos 0, 


und 
| cos6, cos, cos 65 


ols oad aaa COs p 0 = cos 6, cos p + Cos 8, sin 9. 
pris 0 - 
Mit r= 4 t+ Se wird weiters 
(f,r, G) = — © acos x cosp 
und aus Gl. (13) folgt 
cos 03 


G sin « a cos x cosy = 0 


a cos 6, cos p + cos 6, sin p 2 
oder 


t, 
cos 9, + cos 6, tg y = cos 0; —*.. 


Zu dieser Gleichung tritt noch die geometrische Beziehung 


h=ci+ae+nl 
und 
he] =1. 


Diese fiinf Gleichungen gestatten die Berechnung von n, p und c. 


(Hingegangen am 10. Maz 1958.) 
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Die zusdtzlichen Momente beim frei aufliegenden Balken 
infolge der elastischen Verformung. 


Von E. Friedrich, Graz. 


Mit 14 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Im allgemeinen ist es ublich, bei der Ermittlung der Biegungsmomente 
von statisch bestimmten Tragern das unverformte Bauwerk der Berechnung zugrunde zu legen. 
In vielen Fallen, z. B. bei Bestimmung der Momente des auf Druck und Biegung beanspruchten 
frei aufliegenden Tragers, haben die zusatzlichen Momente infolge der Verformung des Tragers 
solche GréBen, daB sie nicht mehr vernachlassigt werden kénnen. Im nachfolgenden wird fir 
die Berechnung ein Verfahren gezeigt, das allgemeine Giltigkeit hat und, wie mir scheint, fur 
den Bauingenieur von besonderer Bedeutung ist. Das Verfahren kann in gleicher Weise auch 
fir den Bogen Anwendung finden. 


Summary. When determining the bending moments of statically determinate beams, the 
computing procedure generally starts from the undeformed structure. In many cases however, 
as for instance when determining the moments of the girder resting freely on its supports, and 
loaded in compression and bending, the additional moments due to the girder deflection are of 
such magnitude that they cannot be neglected. In this paper a computing method is given that 
is of general validity, and seems to be of particular importance for the civil engineer. This method 
may be equally applied to the arch. 


Résumé. I] est en général d’usage, pour déterminer le moment fléchissant de poutres 
statiquement déterminées de se baser sur la construction non déformée. Dans bien des cas, par 
exemple lorsque l’on détermine le moment d’une poutre reposant librement sur deux appuis 
et soumise & des forces de pression et de flexion, les moments supplémentaires dus a la déformation 
de la poutre sont de telle importance qu’il n’est plus possible de les négliger. Suit Vindication 
d’une méthode de calcul, applicable a tous les cas, et & ce qu’il me semble, d’importance toute 
particuli¢re pour l’Ingénieur en Batiment. Cette méthode peut également étre employée pour 
Vare. 


I. Die Berechnung der Momente. 


Ein Trager nach Abb. 1 hat die Stiitzweite 2 a, ist frei aufliegend und wird durch 

die Druckkraft H gedriickt und durch eine senkrechte Last p (x) belastet. Die zu- 

sitzlichen Momente, die durch das Angreifen 

| der Druckkraft H hervorgerufen werden, 

sollen bestimmt werden. Die Differential- 
gleichung fiir die Biegelinie ist 

H dy M 

ay, eas ct 

(H = Elastizitaétsmodul und J = Tragheits- 

5 pee moment). In dieser Gleichung ist M das 

line ie + Biegungsmoment, das sich aus dem Moment 


Lela stig Yt durch die senkrechte Belastung und aus 

Pla} dem Moment H y durch die Druckkraft H 
zusammensetzt. 

co Lregeline M=M-+ 4 y. (2) 


| Setzt man diesen Wert in die Gl. (1) ein, 
| so wird 
hen) H M (a 
Abb. 1. y 2, 
dat Eg Y= "eee (3) 


Die Biegelinie des Trigers muB also der Differentialgleichung (3) geniigen. Grund- 
sitzlich bereitet es nun keine Schwierigkeiten, die Differentialgleichung (3) zu lésen. 
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Fir die praktische Berechnung hingegen erweist es sich vorteilhaft, diese Aufgabe 
nicht unmittelbar zu lésen, sondern die Frage zu stellen, ob es nicht spezielle 
Funktionen Jt (x) gibt, die so beschaffen sind, daB sie der gesuchten Biegelinie pro- 
portional sind. 


We 
ay ey: (4) 
Fiir diese speziellen Momentenlinien lautet die Gl. (3) 
d*y A 
SH 4 (t+ ly =o. (5) 
Setzt man a ley ) 
EJ ys 2 (6) 
(k hat die Dimension einer Linge), so lautet die Gl. (5) 
a2. 
as + =O (7) 


Die allgemeine Lésung dieser von jeder aiuBeren Belastung unabhingigen Gleichung 


lautet ee" a 
y = Asin; + Boos; (8) 


Da es sich um einen frei aufliegenden Trager handelt, miissen die Durchbiegungen 
an den Auflagern Null sein. 


y(+a)=0, y(—a)=0. (9) 
Setzt man 


so lauten die Bedingungsgleichungen (9) 
0 = Asin Bcosq, 
esp (10) 
0=—Asing+Beosq. | 


Dieses homogene Gleichungssystem kann jedoch nur dann bestehen, wenn die Deter- 
minante der Koeffizienten von A und B verschwindet. Somit bekommt man: 


| sing cos 
ig ae Oe, (11) 
'—sing cosq 
oder , 
sin 2g; = 0; (12) 
g 2a am 1 am 
=0; H=F3 =F “=D Faas (13) 


Die allgemeine Lésung, die den Randbedingungen angepaBt ist, lautet somit 
y, = Asin (Z +). (14) 
Die ersten fiinf Losungen sind nun: 


(Naa )) He — 0; 


° UX 
t=1 y,=Acosz>> 


: 2 ae 
t=2 y,=Asin—_— 


— 3 etifcos 2 


Orne 


- Pe weaeg 
t=4 y=Asn > 


Die vier Lésungen fiir 7 = 1 bis i= 4 sind in Abb. 2 dargestellt. 
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Diese Lésungen werden die Eigenlésungen genannt. Es gibt also unendlich viele 


Biegelinien, die der Gl. (7) und den Randbedingungen geniigen. Allerdings kann der 
Wert & nicht [Gl. (6)] willkiirlich gewahlt werden, sondern muB der Gl. (12) gentigen. 


INL 


LY, =ACOS ro 


Loe 
Abb. 2. Die Eigenlésungen. a) Die symmetrischen Lésungen y; = A cos : on (i= Aor Ota) 


Gm 0.2 4.65.7), 


- OE 
b) Die antimetrischen Lésungen y; = A sin xe 


Die Gl. (14) ist bis auf eine Konstante A, iiber die noch verfiigt werden kann, 
eindeutig gegeben. Um nun diese noch frei verfiigbare Konstante festzulegen, soll 
folgende, durch die spiteren Berechnungen begriindete Vereinbarung getroffen werden: 

+a 
| Yo ds =a" (15) 
Setzt man fiir a 


y= Asin (GE +3) 


v 


ein und integriert, so erhalt man 
AG -oCer A <a, (16) 


Die Lésungen der Gl. (7) lauten somit: 


yi = asin (= +3). (17) 


2 


Von diesen Lésungen kann man eine bemerkenswerte Eigenschaft aussagen, nimlich, 
daB sie orthogonal sind. Darunter versteht man die Eigenschaft, daB das Integral 
uber das Produkt zweier verschiedener Lésungen y; und y; stets verschwindet: 


+a 


| yysda = 0. (18) 


Dieser Nachweis kann wie folgt gefiihrt werden. Die beiden Lésungen y; und y; 
gentigen der Gl. (7): 


d?y, 1 

dat = — EF Ye 

d*y; ] (19) 
dat — hp Yi 


Multipliziert man die erste Gleichung mit y; und die zweite mit y; und subtrahiert, 
so erhalt man 


dy, dy, ee 1 
dae 93 dat ase F > ips Yi Y;- (20) 
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Integriert man nun rechts und links vom Gleichheitszeichen iiber den ganzen Bereich 
von —a bis +a, so erhilt man auf der linken Seite 

+a @ @ 

| ( aan ie aut ys) dx iti | da 4 de Yi_, FS ay 


Der Ausdruck (21) ist aber Null, da an den Auflagern sowohl y, wie auch y; Null sind. 
Wenn die linke Seite Null ist, und da voraussetzungsgema® h, + k; ist, bleibt: die 
Bedingungsgleichung (18) iibrig, die somit bewiesen ist. 


Diese Eigenschaft wird beim Ubergang zu beliebigen -Werten von Nutzen sein. 
Die Antwort auf die eingangs gestellte Frage ist: Es gibt unendlich viele Momenten- 
linien 
M, = y,¢,H£, ey == a ia les 0 xses 


die die Eigenschaft haben, den Durchbiegungen y,, y,, die durch IM,, M,... hervor- 
gerufen werden, proportional zu sein. 


Nun kehren wir zu einer beliebigen Momentenverteilung J zuriick und fragen 
uns, ob es moglich ist, eine soleche Momentenverteilung in Eigenlésungen IM,, Mt, . . . 
zu zerlegen. Wenn dies der Fall ist, mu die Gleichung gelten: 


m 
ay. = Cr yas + Oa Yalta Cs Vets + (22) 


Zur Bestimmung der Koeffizienten C,, C,,C;... bedienen wir uns der Eigen- 
schaften (15) und (18) der Funktionen y,, y,... 


Multipliziert man (22) mit y,, so erhalt man: 


IM : 
a Yy = Cy ey YP + Coble Yi Y2 + Cezm3 Yr Ys t--- (23) 
Integriert man iiber den Bereich von — a bis + a, so erhalt man auf der linken Seite 
r Me 
a y, dx 
und rechts 
C; fy a ? 
so daB C, sich ergibt 
1 “oR (x) Z 
C, me aye ys (a) de. (24) 
Ebenso erhalt man allgemein 
+a 
ae ae 
C;= a j, | a y; dx. (25) 


C; = eyu,bS Pi (26) 
mit 
ihe 
v= J M(x)sin(F + SH) ae (27) 


—a 
Die Berechnung dieser Werte ist einfach, wobei man zweckmafig die Funktion Yk 


in einen symmetrischen Anteil M und in einen antimetrischen Antei] IN aufspaltet. 


98 E. Friedrich: 


Man erhalt 
+a = ? 
¢;= | M cos >. CE ANAS (28) 
—a 
und 
eae = = 
Gi=\Msin TK" dx, 1=0,2,4,6. (29) 
; = 
Die Ausdriicke ? 
= 1 oi 4 & 
= ; l = 7 
C; Y5 i = aEJ gy; Sin — (31) 
ergeben, in (23) eingesetzt, 
Nf es = 31x = 52x 
VS (6, cos + D3 608 + 5, C08 
ar eee. 
+... +$,8in = + 9, sin a +...), (32) 


Da das Moment 2 = ¥, 4, die Durchbiegung y, hervorruft, so ist der Anteil der 
Durchbiegung, der durch C, y,, hervorgerufen wird: 


I Qi Te 
CCU ag eee 
Die gesamte Durchbiegung ist: 
] Pi REND 3 3me | Po ee ego Ps ate \ 
= Bs —>— + — sin —— Sete 33 
y = say (Boos Fe + Beco +... + sin Fe + Be sin = +. .). (88) 


Diese Biegelinie kann in eine symmetrische y und eine antimetrische y zerlegt werden. 


ae 1 Pi Kaeo Ps 32 
y= ae cos-5 + ie COS ZG ca): (34) 
= 1 Po Pee eases Qa _ 40x | ns 
ae sin 3G t—,, sin aaa a | (35) 


Betrachten wir diese Gleichungen etwas niher: 
Wird der Wert , gleich Null, so wird y unendlich gro8. Diese Bedingung wird 
als erste Knickbedingung bezeichnet. 


1 H 7? Jag 


MS ae eee wae (36) 
Hieraus erhalt man die Knickkraft 
wv H J 
HT, Ioan ary eryoiee (37) 
Entsprechend erhalt man die héheren Knickkrifte 
9ST eth J 
His=—a =A = er © Su: (38) 


Diese Werte sind unabhingig von der iuBeren Belastung. 

Vianello hat zur Bestimmung der Knickkraft ein Iterationsverfahren gezeigt. 
Er geht von einer an sich beliebigen Biegelinie 7, aus und bestimmt das Moment 
M, = Hv7,. Fir dieses Moment wird wiederum die Biegelinie 7, bestimmt. Dieses 
Verfahren wird fortgesetzt, bis Momentenlinie und Biegelinie in allen Punkten pro- 
portional sind, d. h. also bis die Gl. (4) erfiillt ist. Nach dem hier gezeigten Verfahren 
bestimmt man sich die gleiche Biegelinie y, ohne Iteration, und zwar durch die Frage- 
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stellung (4), die zur Differentialgleichung (6) fiihrte. Die Gl. (6) bringt aber auch 
alle hoéheren Knickwerte. 
Bezeichnet man mit Knicksicherheit die Werte 


H Ay; 
y= bzw. w= (39) 
so wird = Fi 
= map — 1) bzw. Mi = BT (vy, — 1) (40) 
und die Gl. (34) bzw. (35) lauten: 
= 1 p SUE 7 3u2 
Se ae a 2 2a mg we = | i (41) 
= 1 @: 2% @. 4% : 
Ge a ee? og a (42) 


Wenn die Werte 9., y; usw. endliche Gré8en annehmen, so ist die Biegelinie y nicht 
mehr der Biegelinie y, proportional. Diesen Gedankenfehler macht z. B. Dischinger! 
in seiner Arbeit. Die Proportionalitat ist streng genommen nur dann gegeben, wenn 
die auBere Belastung cosinusférmig verteilt ist. Dann ist die Momentenlinie ebenfalls 


eine Cosinuslinie: 3) = M,.cos — Zufolge der Orthogonalitat ist 


Q=Mia, 9;=9, Pa = 0 (43) 
Die Biegelinie wird: 
y= sel ; = COs ra (44) 
und das Biegemoment : 
v 
M=MN+Hy=M 7: (45) 


Nur in diesem Falle sind die Uberlegungen Dischingers zutreffend. Bei beliebiger 
Belastung sind die Koeffizienten y; voneinander verschieden. Die Anteile, die die 
einzelnen g;-Werte haben, sind davon abhiingig, wie nahe die Momentenlinie einer 
Eigenwertslinie liegt. 

II. Einige Beispiele. 


Einige Beispiele sollen die Anwendung der abgeleiteten Formeln zeigen. 
a) Auf einen Trager wirkt an den beiden Auflagern ein Moment Ni. 


Die Momentenlinie ist zu bestimmen (Abb. 3). 


We = const - 
My 


Abb. 3. 


Da die Ausgangsmomentenlinie ){ symmetrisch ist, wird y= y. Die y;-Werte 
berechnen sich aus (28) a 
YQ; = eg cue We eae ab 


2a 04a 


ANG We eat 
se a 


0) 


1 Fr. Dischinger: Untersuchungen tiber die Knicksicherheit, die elastische Verformung 
und das Knicken des Betons. Bau-Ing. 33/34 (1937). 


100 E. Friedrich: 


Somit ist: 
4a 4a, 4a, 4a 
%=Mo—> %=—Mogz %—=Mogz M%—— Moga: 
Die Biegelinie wird: 
4M, 1 Me 1 SUL 1 5ae 
Yh. Gee ye cosa co 11° Ba +...). (46) 


Die Biegelinie setzt sich nach Art einer Fourierschen Reihe zusammen. Die Durch- 
biegung in Feldmitte ist fir x = 0: 


4s | ae oe ere (47) 


Yo—T Ha \ree lo Sp) aoe ey 
Im Grenzfall H = 0 ergibt sich 
me 9 x? | , Jo eae EJ 
Ha gah) Hae Me OF tins 


Setzt man diese Werte in (47) ein, so wird: 
16 M, a 1 1 1 1 M, @ 
Yo= BT a as tgs — 7 1 gs saat ids) SES (<2) 


Damit ist bewiesen, daB8 im Grenzfall H = 0 sich die Biegelinie des einfachen Tragers 
mi M = konst. ergibt. Fiir endliche Werte von H ergeben sich Zusatzmomente 


AM=Hy 
4M, I see 1 34 1 5224 
Hy=— os oe Nay OOP aa + fo ee 8 Ey 
(49) 
Die Gré8e dieser Momente ist wesentlich davon abhangig, wie weit die Kraft H von 
; igs ; ; a if 
einer der Knickkrafte entfernt ist. Ist beispielsweise die Kraft H = a = = ae% 


so ist das zusatzliche Moment in Feldmitte 

4M, 1 1 1 1 
AM = m (1 Br t 945 686 | 3949 see ts 
und in den Viertelpunkten M1, = 0°913 M,. 


..)=1:25M, (50) 


LY 
Tabelle 1. 2 
& 
# sigs sal : ie AM in Feldmitte : 
2EI 
aa ae 3 
0 co 1:000 0°0000 M, 
H,,,/10 10°00 | 1:111 | 01370 m4, é 
H,4/5 5°00 | 1:258 | 0°3100 M, P| 4 
H,,/3 3°33 | 1:442 | 0°5320 M, NEUEN 
A,,4/2°5 2°50 1°683 0°8310 M, SS er 333250200167 125 
Hy,/2 2°00 2°030 1°2500 M, 0 G1 2 G3 OS 06 08 py 
H,,,/1°67 1:67 | 2550 | 1:8840 M, 
Ai,,,/1°25 1°25 5°120 5°0500 M, Abb. 5. Zunahme der Durchbiegung und der 
H,,/1 1:00 co oo Momente in Feldmitte bei Ansteigen von H. 


Die Momentenlinien fiir H = 0; H = = Has a + H,,, zeigt die Abb. 4. 
Je mehr die Druckkraft H sich der ersten Knickkrait H,,, nahert, um so gréBer 


werden die Durchbiegungen. In der Tab. 1 sind fiir verschiedene H-Werte die Durch- 
biegungen y, in Feldmitte und die Zusatzmomente 4M berechnet. Die Abb. 5 gibt 


den Zusammenhang von Yo, ausgedriickt durch vo (Yo == Wy +5) und » = Fa wieder. 


1 
HH’ 
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Steigt die Last H tiber den Wert der ersten Knickbedingung hinaus, so werden die 
y-Werte wieder endlich (Abb. 6). 


J 
8 1/4 
; 1 
YS 0 
Se é 
sf 9 
SY 
Ss? ‘ 
3 “y 
Ys 
2 She 
SS 
a 
x 
Z ~ g SS as 49 SEs 
s S = | era ri | 
& Bi s | 
Abb. 6. Verlauf der Durchbiegung in Feld- 7 
mitte bei Ansteigen von H iiber die erste 
Knickkraft hinaus. G7 G2 G3 Q% OS G6 Q7 08 O09 10 
A=a Ldn? Qo 
4a 
Abb. 8. 
H- FH 
| 2%; 
Abb. 7. Abb. 9. 


b) Gleichma8Big verteilte Last. 


Ein weiteres einfaches Beispiel, bei dem die Biegelinie symmetrisch ist, bekommen 
wir bei gleichmafig verteilter Last. Die Momentenlinie bei H = 0 ist (Abb. 7): 


Mm = (a — 2’). (51) 


Damit erhalt man die g,-Werte [Gl. (28)]. 


a= OF 


= r 472 l6pa . t% 
= | Me (x) cos 3q tt = ae sin 3 
+a 
= 16 pa’ . — 16 paé , - —'16ya% 
wie a Vas ee eas Pom Serge: 
Die Lésung ergibt sich nach Gl. (33) zu 
l6pa* / 1 mv Vea 3ux ig 5x : 
aT oR ba 33 COS is 53 COS 9G eee (52) 
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Insbesondere erhilt man die Durchbiegung in Feldmitte zu 


16 pa’ /1 rahe ot Be 
j= ae ee Tae (53) 
Fir H = 0 wird 
1 4a. 1 4a. | ee 
in Se fg 3 x? * ps. Peat 
Fiir diesen Grenzfall ist 
64 pat 1 1 1 pat 
Yo= ET af (1 rT Si a a we FSET” (54) 


(Dieser Wert ergibt sich aus der tiblichen Rechnung.) 


Die Abb. 8 gibt die Durchbiegung nach (53) fiir die Feldmitte in Abhangigkeit 
von der Kraft H an. 


Die zusatzliche Momentenlinie ist 


AM = H 4; 

Ist beispielsweise 
1 cae SH 

HA, fom Ay = 8 a2 > 
so wird 
S02. 8az 8a? ; < 2 
fy = ome iam Pee b= (272? — 1) n’ += 1, 3, 5, 7 
und 
16 pa? ug 8 ae 3x i ee 5m x 
AM = = (cos $F — 3 77 008 q+ BF ag 0O8 Fam ee tele 


In Feldmitte «= 0 wird 


2 
AM, = 1-029 => = 1-029 My. 
Ist 


so wird 


Has 6 78 3) Ms eae ee (42—1)z2 
und in Feldmitte 
AM = 0°343 My. 


Die Abb. 9 zeigt die Zunahme der Momente an. 


Ish : 
Setzt man y = Wo so wird 


Ay, v—l1 
ba Baars” 


Beriicksichtigt man nur das erste Glied in der Reihe, dann wird 


64 pat » TL 
SDI eal ee 


Das Gesamtmoment in Feldmitte betrigt dann: 


Diese Formel, die fiir gleichmafig verteilte Last gilt, kann nicht verallgemeinert 
werden. Bei einem Belastungsfall, der nicht mit jenem tibereinstimmt, der der ersten 
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Eigenfunktion abnlich ist, kann das erste Bild verschwinden und die Biegelinie y 
und damit auch die zusatzlichen Momente z. B. der zweiten Eigenlinie ihnlich werden. 


c) Einzellast in Feldmitte. 
Bei einer Einzellast in Feldmitte ist die Momentenlinie (Abb. 10) 


P 
M = =- (a — 2). 
Die Durchbiegung wird 
kPa 1 ex 1 1 3x 1 1 57x 
Y= 32H hee Sea Gye og ea OE a 4) 


Das zusatzliche Moment ist: 


2" i x 1 1 372 ] 1 are | 
2 Sa a C 
Te y,—1 


AM = Hy = 


ao) In Feldmitte: 


vans Sag? pI 1 1 1 1 
AM =—a (GortessitE we 
if 1 Hu ; 

Fiir H= Zz Hy, wird », = WA = 2; somit », —1= 1, 
y= 3H = 18 Fidei pes 
v5 = — 50, Veet AO 

Das zusatzliche Moment in Feldmitte ist: 
Pa 1 
AM = ~~ 345" 
B) In den Viertelpunkten wird: 
Pa 1 
AM = —{~ +765" 


Die Abb. 10 zeigt das Ergebnis. 
Beriicksichtigt man nun das erste Glied in den Reihen, so wird: 


Pa v,— 0595 
2 y,—l ~ 


M,= 
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d) Einzellast im Viertelpunkt. 
Das Beispiel zeigt den Rechnungsgang bei unsymmetrischer Belastung (Abb. 11). 


Zunachst wird eine symmetrische Belastung = in den Punkten A und A’ auf- 


gebracht und hierfiir die Momentenlinie M bestimmt (Abb. 11b und c). Fir diesen 
Lastfall wird die Biegelinie y bzw. die Momentenlinie 4M der zusitzlichen Momente 
bestimmt. Ferner wird die antimetrische Last (Abb. 11d) aufgebracht mit der 
Momentenlinie JR (Abb. lle). Die Uberlagerung der beiden Lastfalle (b) und (d) 
gibt den Lastfall a und die Momentenlinie /. 


Abb. 11. 


Abb. 12. Zusatzliche Momente AM fiir den 
symmetrischen Lastfall. 


Abb. 13. Zusa&tzliche Momente AM fiir den 
antimetrischen Fall. 


Die Momentenlinie IN hat die Gleichung 


«) im Bereich fiir x von 0 bis a/2 M= = 
6) im Bereich fiir y von a/2 bisa M= (a — 2). 


Mit dieser Momentenlinie kann man die Berechnung der zusitzlichen Momente, 
wie vorhin gezeigt, durchfiihren. 


Ist beispielsweise H = 5H ri, So erhilt man 


z= 0 AM, = 1:139 M,, 
s=> AMa = 0°810 Ma 
2 2° 
a= > AMa = 1:058 Ma 
3 rs 
3 — — 
o= AM 3a = 0°885 Msa 
4 4 
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Die Momentenlinie zeigt Abb. 12. 


Die Momentenlinie M hat die Gleichung 


«) im Bereich fiir «= 0 bis a/2 M =— oo 
B) im Bereich fiir x = a/2 bis a M =— ata — 2). 


Ay, 


Das Ergebnis der Rechnung fiir H = 3 


zeigt Abb. 13. 


Die Abb. 14 gibt die gesamte Momentenlinie an. 


| 


Abb. 14. Gesamtmomentenlinie. 


Beriicksichtigt man nur die ersten beiden Glieder in der Sinus- und Cosinusreihe, 
so erhalt man in Feldmitte fiir den symmetrischen Lastfall 


M1, Ao MN, vy, + 0°14 


vy,— 1 


und in den Viertelpunkten fiir den antimetrischen Lastfall 


Wie die Gegeniiberstellungen zeigen, ist es nicht méglich, die zusdtzlichen Momente 
durch eine einheitliche Formel darzustellen, da die GroBe der Momente wesentlich 
von den Integralen 


+a are 

' x = am ux 
Pi=\Mecosz_ dx bzw G2 = \Msin = dx 

—¢ ad 


abhingig ist. Diese Werte werden aber durch die Momentenlinien M bzw. M des 
unverformten Systems stark beeinfluBt. 


Im vorstehenden wurde gezeigt, welchen groBen Einflu8 die Momente 2. Ordnung 
haben. Diese Aufgabe ist eine Vorstudie fiir die Berechnung der zusitzlichen Momente 


bei Bogenbriicken. 
(Hingegangen am 3. Mai 19565.) 
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Kritik der gebrauchlichsten Verfahren 
zur Berechnung der Sicherheit von Béschungen gegen Rutschung. 


Von O. K. Fréhlich, Wien. 
Mit 9 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es werden die ,,indirekten‘ Verfahren zur Bestimmung der Sicherheit 
gegen Gleiten einer Erdmasse auf kreiszylindrischer Gleitflache von W. Fellenius, H. Krey, 
D. W. Taylor und die als Sicherheitsdefinitionen aufgefaBten Regeln von W. Fellenius und 
J. Ohde einer kritischen Betrachtung unterzogen. Es wird gezeigt, daB diese Regeln strenge 
nur fiir die ebene Gleitflache gelten und daher fiir das Gleitkreisverfahren als N&aherungen zu 
betrachten sind. Eine bodenstatisch einwandfreie Definition der Gleitsicherheit wird entwickelt 
und auf das darauf gegriindete ,,direkte* Verfahren, welches die statische Unbestimmtheit des 
Problems beherrscht, hingewiesen. Die im Schrifttum vorhandenen Beziehungen zwischen den 
GréBen H, y, c, p und der Neigung » einer Béschung mit Gleitkreisen durch den BéschungsfuB- 
punkt werden in einem Diagramm durch Hiillkurven dargestellt und dessen Anwendung mit 
Hilfe der ,,Regeln‘‘ und auch unter Beachtung der strengen Gleitsicherheitsdefinition gegeben. 
Die Mangel gebrauchlicher Verfahren, welche die Gleichgewichtsbedingungen fiir den Eintritt 
der Rutschung nicht beachten, werden aufgezeigt. 


Summary. In this paper the “indirect” procedures after W. Fellenius, H. Krey, D. W. 
Taylor for computing the factor of safety of an earthy mass against sliding along the arc of 
a circle and the definitions of safety by the rules of W. Fellenius and J. Ohde are criticized. 
It is shown that these rules are only valid for the plane sliding surface and, therefore, are to be 
considered as approximations for the slip circle method. A soil-staticaly correct definition of the 
safety against sliding is being developed and, in connection with it, a procedure checking the 
statical undeterminateness of the problem, is referred to. The well known relations between the 
values H, y, c, m and the inclination w of a slope, relating to toe circles, are represented by a 
diagram of envelopes, the application of which, making use of the “rules” as well as of the correct 
definition of the factor of safety, is explained. The stortcomings of certain usual procedures, 
which disregard the conditions of equilibrium on the verge of sliding, are mentioned. 


Résumé. Dans le présent rapport nous avons fait une critique des procédés «indirects» 
d’aprés W. Fellenius, H. Krey, D. W. Taylor pour la détermination de la sécurité contre le 
glissement d’un massif de terre de long d’une surface circulaire et des définitions de la sécurité 
exprimée par les «régles» de W. Fellenius et J. Ohde. Ces «régles» ne valent rigoureusement 
que pour la surface plane de glissement et doivent donc étre considérées comme approximatives 
au cas d’un glissement circulaire. Une définition de la sécurité contre le glissement, correcte au 
point de vue de la statique des sols, est déduite et le procédé «direct», basé sur cette définition, 
qui tient compte du caractére statiquement indéterminé du probléme, est expliqué. Les relations 
bien connues entre les valeurs H, y, c, g et Vinclinaison @ du talus, relatives A des cercles de 
glissement, passant par son pied, sont représentées par des enveloppes dans un diagramme, dont 
Vapplication a aide des «régles» et également & la base de la définition correcte de la sécurité, 
est démontrée. Les manquements de certains procédés usuels, ne tenant pas compte des conditions 
de Véquilibre & la limite du glissement, sont mentionnés. 


I. Einleitung. 


In der ersten Halfte des laufenden Jahrhunderts erfuhr die Zahl der beobachteten 
Rutschungen von Béschungen von Dimmen und Einschnitten im Zuge von Stra en- 
und Kisenbahn- sowie bei Kanal- und Hafenbauten eine nicht zu iibersehende 
Steigerung, deren Ursache kaum in ungiinstigen meteorologischen Verhiiltnissen allein, 
sondern in der Tatsache zu suchen sein diirfte, daB die modernen Verkehrswege, 
insbesondere die StraBen, infolge ihrer gréBeren Breite tiefere An- und Einschnitte 
in das Gelande und hohere Diimme erfordern, als dies frither der Fall war. Bei Kanal- 
und Hafenbauten spielt dabei die vom Schiffsverkehr geforderte gréBere Wasser- 
tiefe eine ausschlaggebende Rolle. Da die von friiher her stammenden gebriiuch- 
lichen zulassigen Boschungsneigungen fiir verschiedene Bodenarten auch bei Aus- 
fiihrung héherer Béschungen beibehalten wurden, wurde der Sicherheitsgrad gegen 
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Gleiten koharenter Erdmassen so herabgesetzt, daB es oft zu Unfallen schon wahrend 


des Baues, aber auch zu Erdbewegungen nach Fertigstellung der betreffenden Erd- 
bauwerke kam. ; 


Es ist daher verstiindlich, daB sich die technische Wissenschaft und Praxis schon 
seit Jahrzehnten fiir die Zusammenhinge zwischen den Festigkeitseigenschaften der 
verschiedenen Bodenarten und der Standfestigkeit von Béschungen in stets steigendem 
MaBe interessiert, obwohl von vorneherein klar war, daB man, infolge der im Boden 
stets vorhandenen Inhomogenititen, niemals zu einer exakten Lésung dieses Problems 
gelangen wide. 


Der einfachste Fall emer Hang- oder Béschungsrutschung ist durch das Auftreten 
einer Gleitflaiche gekennzeichnet, die in der Nahe des oberen Béschungsrandes, ziem- 
lich steil nach unten verlaufend, beginnt und im Hangfu8 oder vor diesem ziemlich 
flach endet. Verwickeltere Fille weisen mehrere kurz nacheinander auftretende 
Gleitflachen, also ein Gleitflichensystem auf, dessen Zusammenhang meist nur schwer 
erklart werden kann, besonders dann, wenn die zeitliche Aufeinanderfolge der einzelnen 
Gleitphasen nicht beobachtet wurde. 


Die bisherigen bodenmechanischen Bemthungen beziehen sich auf die Beurteilung 
der Gleitgefahr eines Hanges, wenn der oben erwihnte einfachste Fall, also eine 
einzige Gleitflache, vorliegt. Auch die Schichtung des Bodens wird bei der Behandlung 
des Grundfalles auBer acht gelassen und die Gleitflache als unendlich lange waagrechte 
Zylinderflache angesehen, so dal} man es mit einem im Querschnitt der Béschung 
wirkenden ebenen Kraftsystem zu tun hat. 


Das allgemeinste Verfahren zur Beurteilung der Rutschgefahr einer Boschung 
besteht darin, das Spannungsfeld in der Erdmasse in der Nahe der Boschung zu 
bestimmen und jene Gebiete aufzusuchen, in denen das kritische Hauptspannungs- 
verhialtnis die groBten Werte besitzt. In diesen Gebieten kann die Ausbildung einer 
Gleitfliche erwartet werden. Die auBeren Krafte, die das Spannungsfeld erzeugen, 
sind das Eigengewicht unter Beriicksichtigung des Auftriebes. die Driicke, welche 
durch eine eventuell vorhandene Sickerstr6mung im Hangmaterial entstehen, hydro- 
statische Uberdriicke, die z. B. von der Verdichtung eines kiinstlich hergestellten 
Dammes herriihren oder durch artesische Erscheinungen hervorgerufen werden, 
Zusatzlasten durch Errichtung von Bauwerken in der Nahe des oberen Béschungs- 
randes, plétzliche Absenkung des Wasserspiegels eines Staubeckens, welches der 
Damm begrenzt, Beschleunigung der Béschungsmasse durch ein Erdbeben usw. 


Dieses allgemeine Verfahren erfordert einen bedeutenden Arbeitsaufwand und 
ist heute noch nicht so weit entwickelt, daB es in der Erdbaupraxis angewendet 
werden kann?. 


Die gebrauchlichsten Verfahren zur Berechnung der Sicherheit von Béschungen 
gegen Rutschung beruhen darauf, dafs die wirkliche Gleitflaiche durch eine will- 
kiirlich angenommene ersetzt und diese nach Form und Lage so lange variiert wird, 
bis sie zur gefahrlichsten geworden ist. 

Schwedische Ingenieure haben auf Grund zahlreicher Beobachtungen stattgefun- 
dener Béschungsrutschungen Ende des ersten Weltkrieges die kreiszylindrische 
Gleitfliche als Grundlage fiir die Beurteilung der Rutschgefahr vorgeschlagen und 
damit das heute gebriuchlichste ,,Gleitkreisverfahren”™ geschaffen, welches 
seither in verschiedenen Lindern in einigermafen abgeinderten Formen im Gebrauche 
steht. Uber dieses Verfahren soll im folgenden ausschlieBlich gesprochen werden. 


1 QO. K. Fréhlich: General Theory of Stability of Slopes. Proc. European Conference on 
Stability of Earth Slopes 1954, Vol 1, pp. 40—56. 
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Ersetzt man die wirkliche Gleitfliche im Querschnitt der Boschung durch eine 
logarithmische Spirale, so erhalt man das ,»Gleitspiraleverfahren“, wortiber 
Verfasser in? berichtet hat. 


II. Das Gleitkreisverfahren nach W. Fellenius (Lamellenverfahren). 


Der zwischen zwei in der Entfernung ,,Eins“‘ gedachten Querschnitten der Boschung, 
unten von der Gleitfliche, oben von der Geldndeoberfliche begrenzte ,,Rutsch- 
kérper‘‘ wird durch vertikale Ebenen senkrecht zum Querschnitt in ,,lamellen*‘ 
geteilt. Jede Lamelle sei der Einfachheit halber nur durch ihr Eigengewicht und 
die Reaktionskrafte in der Gleitflachenbegrenzung beansprucht. In den beiden seit- 
lichen Begrenzungsebenen einer Lamelle nimmt Fellenius Erddriicke an, die gleich 

groB und entgegengesetzt gerichtet sind und deren Wir- 

kungslinien zusammenfallen. Diese Erddriicke heben einan- 
der daher auf. Durch diese Naéherung erhalt Fellenius ein 
statisch bestimmtes Gleichgewichtsproblem fiir den Rutsch- 
korper. 
Die Normal- und Schubspannungen in der Gleitflache 
¢ werden dem Coulombschen Gesetz 
Abb. 1. Scherdiagramm. s=c+totgg (1) 


folgend angenommen, worin s die Scherfestigkeit, c die sog. Kohasion des Hang- 
materials, o die Normalspannung, g den Winkel des Scherwiderstandes bedeuten. 


Die graphische Darstellung der Gl. (1) (s. Abb. 1) hei®t ,,Scherdiagramm* des 
Hangmaterials. 


(Dieses Diagramm wird durch Dauer- und Schnellversuche beim Abscheren ungestorter 
bindiger Béden annéhernd in dieser Form erhalten. Die Vorbelastung o wird so lange durch- 
gefiihrt, bis die Bodenprobe vollstandig konsolidiert ist. Das Abscheren kann sehr langsam oder 
sehr schnell erfolgen. Der Diagrammverlauf ist von der langsamen bzw. schnellen Versuchs- 
durchfiihrung abhangig. Der Wert c ist nicht identisch mit der wahren Kohiésion des Bodens 
fiir irgendeinen Wert von o, ebensowenig ist g der wahre Winkel der inneren Reibung.) 

Dieses Verfahren zielt darauf hin, Wertepaare (c, ~) zu bestimmen, fiir welche 
der Rutschkorper gerade im Gleichgewicht ist oder, mit anderen Worten, Scher- 
diagramme zu suchen, fiir welche die Sicherheit S gegen Gleiten ,,Eins‘‘ ist. Die 
Hohe der Boschung, welche der Bedingung 


S cl (2) 
entspricht, heiBt die ,,kritische Hohe der betreffenden Béschung. Der Vorgang 


bei diesem Verfahren ist normalerweise der, dal eine gewisse Kohiasion c angenommen 
und der dazu fiir S = 1 passende Wert des Reibungswinkels » gesucht wird. 


Von den Gleichgewichtsbedingungen des ebenen Kriiftesystems 


PP. ar I 
PS ga — Wis (3) 
2M == 0 


sind die beiden ersten erfillt, wenn sich der Kraftplan aus den auBeren Kriften 
(Kigengewicht der Lamellen) und den Kriaften, die sich aus den Scher- und Normal- 
spannungen (s und o) in der Gleitflache ergeben, schlieBt. 


HAG), 18 Frohlich: The Factor of Safety with Respect to Sliding of a Mass of Soil along the 
Are of a Logarithmic Spiral. Proc. Third Intern. Conference on Soil Mechanics and Found. Eng. 
1953, Vol. II, pp. 230—233. 
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Es wird daher zu dem angenommenen c-Wert probeweise ein y-Wert gewihlt, 
der so lange variiert wird, bis der Kraftplan sich schlieB8t. Die dritte Gleichgewichts- 
bedingung M = 0 beriicksichtigt das Verfahren iiberhaupt nicht. Ganz analog werden 
die zu ¢ gehorigen g-Werte bestimmt, wenn der Halbmesser des Gleitkreises und die 
Lage seines Mittelpunktes variiert wird. Von den untersuchten Gleitkreisen ist jener 
der gefahrlichste, welcher zu dem gréBten gefundenen y-Wert gehért. 

Bei der Durchfiihrung dieser Untersuchungen wird von der Tatsache Gebrauch 
gemacht, dafs die Resultierende aus der Normalkraft und der Reibungskraft fiir jede 
Lamellenbasis mit dem zugehérigen Gleitkreisradius r den Winkel g einschlieBt, 
daher einen zum Gleitkreis konzentrischen Kreis mit dem Radius r- sin p beriihren 
mu (,,Reibungskreis‘‘). 

Fellenius hat in seiner Schrift® die Ergebnisse seiner Berechnungen der kritischen 
Hohen von Béschungen in Form von Diagrammen veriffentlicht. Uber den wichtigen 
Begriff des Sicherheitsgrades gegen Gleiten findet sich auf der letzten Seite der Schrift 
eine Bemerkung, die man als Definition des Sicherheitsfaktors auffassen kann. Sie 
beruht auf der Annahme, daf die Sicherheit gegen Gleiten im selben Verhaltnis steigt, 
in welchem die Kohiision c und der Reibungswert tg g gleichzeitig erhéht werden, 
und lautet daher: Der Sicherheitsgrad gegen Gleiten einer Erdmasse mit den gegebenen 
Kennziffern c und @ ist jene Zahl 7, durch die man ¢ und tg @ zu teilen hat, um zu 
Werten c¢ und tg zu gelangen, welche den Rutschkérper gerade im Gleichgewicht 
halten, das heiBt 

c tg p 

eo = ee (4) 
wobei c und » aus einem Diagramm fiir vorausberechnete Fille S = 1 zu entnehmen 
sind. 7 wird probeweise angenommen und so lange variiert, bis beide Gl. (4) erfiillt 
sind. 

Diese Definition beruht auf Intuition; einen Beweis fiir ihre Berechtigung hat 
Fellenius nicht gegeben. Er fiigt nur hinzu, daB sie fiir kleine Reibungswinkel 
bzw. » gilt, daher als eine Naherung zu betrachten ist. 

Diese Sicherheitsdefinition ist in das Schrifttum als ,,Fellenius-Regel“ eingefiihrt 
worden, S. 5. 


Ill. Weiterentwicklung des Gleitkreisverfahrens durch H. Krey. 


Krey® vereinfacht (8S. 124) die vorliegende Aufgabe fiir reine Reibungsbéden 
(c = 0) und bestimmt den erforderlichen Reibungswinkel g,; fiir den ungiinstigsten 
Fall, indem er die Normalspannungen o im Schnittpunkt der Normalspannungs- 
resultierenden mit dem Gleitkreis konzentriert annimmt. Durch diese Annahme 
wird ein statisch bestimmter Grenzfall aus dem ganzen statisch unbestimmten Bereich 
der Normalspannungsverteilung herausgegriffen. Zur Korrektur des dabei entstehenden 
Fehlers verteilt er die Normalspannungen parabolisch (sichelférmig) tiber den Gleit- 
kreisbogen, wodurch abermals ein Fehler entsteht, weil die Resultierende aller Normal- 
spannungen im allgemeinen nicht durch den Mittelpunkt des Gleitkreisbogens geht. 

Ein anderes von Krey empfohlenes Verfahren stiitzt sich auf das Lamellenverfahren 
mit Beriicksichtigung der Erddriicke auf die Lamellenbegrenzungen, wobei jedoch 
auf die Erfiillung der dritten Gleichgewichtsbedingung 2M = 0 bewuft verzichtet 


3 W. Fellenius: Erdstatische Berechnungen mit Reibung und Kohasion (Adhasion) und 
unter Annahme kreiszylindrischer Gleitflachen, 2. Aufl. Berl: W. Ernst & Sohn. 1940. 

40. K. Frohlich: Uber erdstatische Berechnungen. Ber. XIII. Osterr. StraBentag 1951. 
Selbstverlag d. Forschungsges. f. d. Straenwesen, Wien 1951. 

5 H. Krey: Erddruck, Erdwiderstand und Tragfihigkeit des Baugrundes, 5. Aufl. (be- 
richtigt und ergiinzt von J. Ehrenberg). Berlin: W. Ernst & Sohn. 1936. 
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wird. Die Beriicksichtigung der Kohasion des Bodens wird nur gestreift, wobei die 
Mangel beziiglich der Erfiillung der Gleichgewichtsbedingungen bestehen bleiben. 
Die beiden Diagramme von Fellenius*, Abb. 7 und 20 werden in ein einziges Schau- 
bild gebracht®, Abb. 79d 4, aus dem der Zusammenhang der Kennziffern ¢ und 
fiir den Fall S = 1 bei ebenen Béschungen entnommen werden kann. Zur Berechnung 
der Sicherheit von Béschungen mit Gleitkreisen durch den FuBpunkt verwendet Krey 
die Fellenius-Regel®, 8. 133. 


IV. Das Verfahren von D. W. Taylor®. 


Ahnlich wie Krey betrachtet Taylor das Gleichgewicht des Rutschkérpers mit 
Hilfe eines Kraftplanes der Resultierenden der auBeren Kriafte und der im Gleit- 
kreisbogen wirkenden Kohisions- und Reibungsspannungen. Um die abstrakte 
Annahme der in einem Punkte des Kreisbogens konzentrierten Normalspannungen 
zu korrigieren, fiihrt er eine sinusoidale Verteilung der Normalspannungen entlang 
des Gleitkreises in Sichelform ein. Auch hier sind die Gleichgewichtsbedingungen 
nicht streng erfiillt. Zur Bestimmung der Sicherheit gegen Gleitung verwendet Taylor 
nicht genau die Fellenius-Regel in der Form der Gl. (4), sondern die etwas abgeainderten 
Gleichungen 

Cc 
e 
die jedoch fiir kleine Reibungswinkel keine nennenswerten Abweichungen von Gl. (4) 
ergeben. Taylor legt jedoch weniger Wert auf die Entwicklung eines neuen Ver- 
fahrens, als vielmehr auf die Bestimmung des Mittelpunktes und des Halbmessers 
des gefaihrlichsten Gleitkreises. Die Ergebnisse der Berechnungen Taylors der Falle 
S = 1 fir Boschungen verschiedener Neigungen hat K. Terzaghi’, 8. 159, Fig. 45, 
in einem Diagramm zusammengefaft: waagrecht sind die Béschungsneigungen, 
lotrecht die sog. Standfestigkeitsziffer 
Y Ay it 
= 


P 4 
wt ee o 
=o, vas ke (5) 


aufgetragen, worin y das Raumgewicht des Boschungsmaterials, H,,;, die Boschungs- 
hohe und ¢ die Kohasion bedeutet. Dasselbe Diagramm (fiir Gleitkreise durch den 
BéschungsfuBpunkt) laBt sich auch aus den erwahnten Zusammenstellungen von 
Fellenius und Krey aufbauen. Es dient zur Beurteilung des Sicherheitsgrades von 
Béschungen unter Beniitzung der Fellenius-Regel. Dies ist int, S. 14, Bild 2, gezeigt. 


V. Die Regel von J. Ohde zur Bestimmung der Sicherheit gegen Gleiten. 


Die im vorhergehenden behandelten Verfahren bezwecken, Wertpaare (c, p) fiir 
den Grenzgleichgewichtszustand des Rutschkérpers zu finden. Um zu einem Ausdruck 
fiir den Sicherheitsgrad gegen Rutschen zu gelangen, braucht man daher eine wenigstens 
néherungsweise richtige Beziehung zwischen den vorhandenen Kennwerten ¢, g und 
den durch eine Gleichgewichtsbetrachtung errechneten Werten c und gy, in welcher 
auch der Sicherheitsgrad S vorkommt. Die Fellenius-Regel Gl. (4) stellt eine solche 
Briicke dar, die den Sicherheitsgrad S = » ergibt. Sie ist, wie schon erwiihnt, auf 
intuitivem Weg entstanden und bedarf eines Berechtigungsnachweises, der spater 
gegeben werden soll. Aus der Tatsache, dafi die Wertepaare c, y fiir das Grenzgleich- 
gewicht eines Rutschkorpers auf einer Kreiszylinderfliche mit unveriinderlichem 
Mittelpunkt und Halbmesser Scherdiagramme (s. Abb. 1) ergeben, deren nach 


6 D. W. Taylor: Stability of Earth Slopes. J. Boston Soc. of C. E. 1937, Nr. 3. 


’ K. Terzaghi: Theoretical Soil Mechanics. New York: J. Wiley and Sons. Third Printing 
1946. 
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rechts ansteigende Aste sich angenihert in einem Punkt schneiden, stiitzt Ohde® 
seine Regel fiir den Sicherheitsgrad. 

In Abb. 2 sind drei Wertepaare der Kennziffern des Boschungsmaterials ein- 
getragen, die den Rutschkérper gerade im Gleichgewicht halten, und zwar 


(Cp-0,9), (¢,%) und (0, mW»). 
Die zu diesen drei Scherdiagrammen gehérigen Geraden 2-4, 1-A und 0-A schneiden 
sich im Punkt A. In Wirklichkeit ist dieser Punkt ein kleines Gebiet, das niherungs- 
weise als Punkt aufgefafst werden kann. Der Wert c,_, ist jene Kohdsion, die vor- 
handen sein mu8, wenn das Material keine innere Reibung 
besitzt. gy, 9 ist jener Reibungswinkel, der zum Gleich- 
gewicht erforderlich ist, wenn das Material keine 
Kohiision besitzt (c = 0). 


Aus Abb. 2 folgt: 
C + Cp 9 * CUY Pouo* TY Y = Cyio. 


Abb. 2. Zusammenhang der 


Dividiert man durch c,_,, so erhalt man: fiir Gleichgewicht erforder- 
- te y lichen Wertepaare (c, y) fur 
a ae =n bs (6) ein und dieselbe Gleitflache. 

P=0 5 Fe=0 


Die drei Wertepaare, welche zu dem Grenzgleichgewicht S = 1 gehoren, erfiillen also 
Gl. (6). Die Summe der Verhiltnisse der Kohasionen und der Reibungsziffern ergibt 
also die Sicherheit gegen Gleiten. Daraus kann man die Ohde-Regel ableiten: 


4 — 

ee tg P,2y ’ ( ) 
wenn ¢ und @ die tatsichlichen Kennziffern des Béschungsmaterials bedeuten. Die 
Werte c,_, und ,_» lassen sich aus zwei einfachen Gleichgewichtsuntersuchungen 
bestimmen oder sie kénnen aus bestehenden S = 1-Diagrammen fiir Béschungen 
und verschiedenen Neigungen entnommen werden. 


VI. Wertung der Fellenius- und Ohde-Regel 
als Definitionen des Sicherheitsgrades gegen Gleitung. 


Sowohl die Fellenius- als auch die Ohde-Regel als Definitionen des Sicherheits- 
erades aufgefaBt, beruhen auf einer gewissen Willkiir und entbehren einer boden- 
statischen Begriindung. Trotzdem sind sie in verschiedenen Lindern in Gebrauch. 
Sie fiihren angendhert zu gleichen Werten der Sicherheit, wenn man von derselben 
Verteilung der Normalspannungen im Gleitkreis ausgeht. Diese Werte sind jedoch 
hdher als jene Sicherheit, die man auf Grund einer bodenstatisch einwandfreien 
Sicherheitsdefinition erhalt. 

Im folgenden soll gezeigt werden, daB beide Regeln nur fiir den Fall der ebenen 
Gleitflache die Bedingungen des Grenzgleichgewichtes erfiillen. 

Die auf der ebenen Gleitfliche AB mit der Neigung @ liegende Erdmasse mit 
dem Gewicht R (Abb. 3) besitze die Festigkeitskennwerte c und gy. Sie befinde sich 
nicht im Grenzgleichgewicht und es sei ein Sicherheitsbegriff gegen Gleiten langs A B 
zu entwickeln. Die in der Gleitfliche vorhandene Kohision ¢ und die Reibung » 
sind nicht ausgeniitzt; sie konnen jedoch mobilisiert werden, wenn man eine zusitz- 
liche Kraft P,,, in die Richtung BA, also mit der Neigung # auf die Erdmasse ein- 
wirken li8t und ihre GréBe so wihlt, daB der Grenzgleichgewichtszustand erreicht 


8 J. Ohde: Einfache erdstatische Berechnungen der Standsicherheit von Béschungen. PreuB8. 
Versuchsanstalt f. Wasser-, Erd- und Schiffbau, Berlin 1942. 
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wird. Der so entstehende Gleichgewichtszustand ist durch den Kraftplan Abb. 3b 
charakterisiert. 

Die das Gleiten verhindernden Krafte sind R; (die Resultierende aller Kohasions- 
krafte) und R; (die Resultierende aller Reibungskrafte). Die zur Gleitung treibenden 
Krafte sind R- sin ® und P,,s,. Das Verhaltnis der widerstehenden zu den treibenden 
Kraften ist Bo +B; 

Resnd+P,, 


Unter der Wirkung der zusatz- 
lichen Last P,,, wird die Erdmasse 
in das Grenzgleichgewicht ge- 
bracht, daher ist die Sicherheit 
dann ,,EKins“. Verringert man Pus, 
dann steigt der Wert des Quotien- 
ten in Gl. (8) und fir Py, = 0 
Abb. 3. Zur Definition der Gleitsicherheit bei ebener betragt sein Wert 

Gleitflache. . Bo+Bs g (9) 

R-sind ; 

womit eine Definition der Sicherheit gegen Gleiten lings einer ebenen Gleitflaiche 
gewonnen ist. Zu dem Resultat Gl. (9) gelangt man auch, wenn man die der Gleitung 
widerstehenden Momente und das treibende Moment um den unendlich fernen Dreh- 


punkt des Rutschkorpers ins Verhaltnis setzt. 


it OS) 


Ks ist: ever fp 
die 6 ee ae (10) 
und R, = R- cos? : tg o. (11) 


Setzt man (10) und (11) in (9) ein, so erhalt man 


ch tg p 

S= R-sin? : tg B° 

Denkt man sich nun die Kennwerte ¢ und 9 im selben Verhaltnis vermindert, also 

durch eine Zahl 7 geteilt, dann vermindert sich im gleichen Mafe die Sicherheit, 

weil die Werte h, R und @ konstant bleiben. Um zu dem Grenzfall zu kommen, hat 
man 7 so zu wahlen, daB aah te 

rae Mae ry Ses. (12a) 

wird, das heiBt es ist 7 = S, womit bewiesen ist, daB die Fellenius-Regel fiir 

die ebene Gleitfliche strenge zutrifft. 

Geht man fiir die kreiszylindrische Gleitfliiche analog vor, dann sind gewisse 
Vernachlassigungen erforderlich, um zu der Fellenius-Regel als Sicherheits- 
definition zu kommen. Dies wird in}, 8. 49, gezeigt. 

Will man irgendein Wertepaar c, y errechnen, welches zum Gleichgewicht der 
Erdmasse erforderlich ist, dann hat man in Gl. (8) Ps = 0 zu setzen und statt ¢, 
die Werte c, m einzuftihren, also: 


(12) 


Ro+Rk 
Rand —} (13) 
oder RF, + Rk, = R- sind zu schreiben. 
Fir den Sonderfall, da nur Kohision und keine Reibung vorhanden ist 
(Cor, peo, P= 0) ergibt sich, Ag ==.0,. und. = Rk-sind. Gl. (12) liefert 
damit und unter Beriicksichtigung von (10) 


Cerf, p= 0 


tg 0° (14) 
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Nun ist aber #9, der Neigungswinkel der Boschung fiir den Sonderfall, da8 keine 
Kohasion, sondern nur Reibung vorhanden ist (c = 0, Pert, c= 0) 


“) 


= Perf, c= 0: 
Mit Beriicksichtigung von Gl. (10) kann man Gl. (14) wie folgt schreiben: 
ots hee _tgy 
Cort, ~=0 tg Pert, c= 0 ; Si 


Diese Gleichung ist identisch mit Gl. (7), woraus folgt, daB die Ohde-Regel fiir die 
ebene Gleitfliche zutrifft. 

Fir die kreiszylindrische Gleitfliche gilt sie nur niherungsweise; dies ist in}, 
S. 51, bewiesen. 

Beide Regeln gelten also strenge nur fiir die ebene Gleitfliiche, sie werden jedoch 
in verschiedenen Lindern als Sicherheitsdefinitionen fiir das Gleitkreisverfahren 
verwendet. Die Ergebnisse der Sicherheitsberechnungen mit Hilfe der oben behandelten 
,,Regeln“ sind in normalen Fiillen von Béschungen bis zu 8% héher als jene mit 
Beniitzung einer statisch einwandfreien Sicherheitsdefinition errechneten. Die 
,,Regeln* sollten daher nur fiir erste Schitzungen der Gleitsicherheit von Boéschungen 
verwendet werden. 


VII. Definition des Sicherheitsgrades fiir das Gleitkreisverfahren 
auf bodenstatischer Grundlage. 


Befindet sich der Rutschkérper, das ist jene Erdmasse, die unten von der kreis- 
zylindrischen Gleitfliche und oben von der Geliindefliche begrenzt ist, noch nicht 
im Grenzgleichgewicht, dann sind die 
durch die Festigkeitsparameter c¢ 
und @ bestimmten Widerstande nicht 
ausgentitzt. Um sie zu wecken, mu 
zu den vorhandenen Kraften eine 
zur Gleitung treibende Kraftwirkung 
hinzugefiigt werden. Fiir den Fall 
der ebenen Gleitfliche (Abschnitt 
VI) war es am zweckmaB8igsten, eine 
Zusatzkraft P,,, einzufiihren. — Fiir 
den Fall der kreiszylindrischen Gleit- 
fliche ist es naheliegend, ein Moment 
Ms auf den Rutschk6rper einwirken 
zu lassen und seine GréBe sozuwaih- Abb. 4. Zur Definition der Gleitsicherheit bei kreis- 
len, daB der Grenzgleichgewichtszu- zylindrischer Gleitflache. 
stand gerade erreicht wird (s. Abb. 4). 

Die dann in der Gleitflache zur vollen GréBe geweckten Widerstande sind R; und R, 
(Kohiision und Reibung), die mit der Resultierenden R& der auBeren Krafte und der 
Resultierenden N aller Normalspannungen o in der Gleitflache Gleichgewicht halten 
miissen. Der Kraftplan (Abb. 4b) ist geschlossen, daher sind die Gleichgewichts- 
bedingungen YX = 0, YY = 0 erfiillt. Um auch die dritte Bedingung 2M = 0 
zu befriedigen, muB8 zu den Kriften Rk, R;, Rk; und N ein um O rechts drehendes 
Moment My,» ; = Re hinzugefiigt werden, worin e den Abstand des Punktes 3’ 
(Abb. 4a) von R bedeutet. Das Verhiltnis der der Gleitung widerstehenden Momente 
zu den die Gleitung verursachenden Momenten ist: 

Bee, + Be 8 

ka +M. 


=], (16) 
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Da die Sicherheit fiir den Fall des Grenzgleichgewichtes gleich ,,Eins“ ist, fihrt 
der Quotient in Gl. (16) auf eine Definition der Sicherheit. Verringert man M,,,, 
dann steigt der Wert des Quotienten in Gl. (16) und fir Mas = 0 wird sein Wert 


Rye, + Ree, 
¢ c = l 
ae S. a) 
Zieht man (16) und (17) zusammen, dann folgt: 
M 
S=1+-35> (18) 


worin S die Sicherheit gegen Gleiten einer Erdmasse auf kreiszylindrischer Gleit- 
flache darstellt. Mit M,,;—= Re liBt sich die Sicherheit durch 


S=14+= (18a) 


ausdriicken (e und a sind aus Abb. 4a zu entnehmen). 

Diese bodenstatisch begriindete Definition der Sicherheit fiihrt auf ein einfaches 
direktes Verfahren zur Beurteilung der Rutschgefahr und gestattet die Beriicksichti- 
gung der Verteilung der Normalspannungen tiber den Gleitkreis; es beherrscht daher 
den ganzen Bereich der statischen Unbestimmtheit des Problems. Die graphische 
und analytische Lésung nach diesem Verfahren ist in ® eingehend beschrieben. 


VIII. Angeniherte Bestimmung des Sicherheitsgrades gegen Gleiten einer Boschung 
auf kreiszylindrischer Gleitflache durch den Béschungsfu8punkt mit Hilfe der indirekten 
Verfahren und der in den Absehnitten II und V behandelten ,,Regeln*. 


Die in der Erdbaupraxis am haufigsten vorkommenden Gleituntersuchungen be- 
ziehen sich auf ebene Béschungen mit im oberen Rand anschlieBendem waagrechtem 
Gelinde. Aus dem _ Schrift- 
tum: +; >» 7 sind Diagramme von 
»S = 1-Fallen bekannt, welche 
die Beziehungen zwischen der 
Bodschungsneigung w, der Hohe H 
und dem wirksamen Raumgewicht 
y und den Festigkeitsparametern 
ce und @ darstellen. Ihre Anwen- 


0 dung zur Feststellung der Sicher- 
Abb. 5. Hiillkurve @ der g-Strahlen, die zu Wertepaaren heit mit Hilfe von Regeln‘ er- 
(y, ¢) emer im Grenzgleichgewicht befindlichen ebenen fordert Prob h “3 i 
Béschung gehoren, deren kritische Gleitflachen durch aes - ay eee 
den, Eacohed<ctulaa-cher. genommenen _ Sicherheitsgraden 


(s.4, 8S. 14, Bild 2). Durch ge- 
eignete Umgestaltung dieser Diagramme kommt man zu einer Darstellung, welche 
eine direkte, auBerst anschauliche Anwendung der Fellenius- und der Ohde-Regel 
gestattet. Man erhalt dabei rasch Naherungswerte fiir den Sicherheitsgrad einer 
Boschung gegen Gleiten, die fiir eine erste Beurteilung der Rutschgefahr in einfachen 
Fallen hinreichen. 

Zu einer Boschung mit der Neigung w, der Héhe H und dem Raumgewicht +» 
gehéren unendlich viele Wertepaare c, my, welche den Rutschkérper iiber der un- 
giinstigsten Gleitfliche im Gleichgewicht halten, also die Bedingung S = 1 erfiillen. 


Cc 


ye als Strecke auf einer Vertikalen von O aus auf und 


Tragt man den Quotienten 


: SOs K. Frohlich: Sicherheit gegen Rutschung einer Erdmasse auf kreiszylindrischer Gleit- 
flaiche mit Bericksichtigung der Spannungsverteilung in dieser Flache. Beitrage zur angewandten 
Mechanik, Federhofer-Girkmann-Festschrift. Wien: F. Deuticke. 1950. 
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SAQUELS. 
SAMMSIYIC SAD [AYU 
YUISEYOY 


Ah fff fy 


SRY 


ILO 


o 
of 000 


fyumabluney a 


zieht durch den oberen Endpunkt der Strecke eine unter 9 geneigte Gerade, so erhalt 


man eine Art Scherdiagramm (Abb. 5). 


ten Geraden 


Wiederholt man diese 
y, so umhiillen die unter y geneig 


} 


sich auf die ungiinstigste Gleitfliche. 


c und » beziehen 
Auftragung fiir mehrere Wertepaare c 
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eine Kurve, die zu dem Béschungswinkel w gehort. Jedem Punkt des KurvenstiickesO# 
entspricht ein Wertepaar c, p, welches das Grenzgleichgewicht (S = 1) der Boschung w 
gewihrleistet. Der Anfangspunkt O der Kurve entspricht dem Wertepaar c = 0, 
= Yc =» (reine Reibung, ohne Kohision), der Endpunkt dem Wertepaar c, _», p = 0 
(reine Kohiasion ohne Reibung). 


EE "Jou ce 
In der Literatur’? findet sich der dimensionslose Wert a= als ,,Stabilitatsfaktor™’, 
wihrend hier der Quotient a verwendet wird (reziproker Stabilitatsfaktor). 
In dem Diagramm Abb. 6 wurden die Hinhiillenden fiir die Boschungsneigungen 
w = 33°, 33° 41:4’, 45°, 60°, 75°, 90° aus den im Schrifttum bekannten Werte- 
paaren c, y konstruiert. Im folgenden soll die Anwendung dieses Diagramms, dessen 
Kurvenschar fiir die Praxis durch Interpolation noch verdichtet wurde, auf die an- 
genaherte Berechnung des Sicherheitsgrades gegen Rutschen gezeigt werden. 
Die Béschung besitze die Neigung w und die Héhe H. In Abb. 7 ist die dazu- 
gehérige w-Kurve OH eingezeichnet. Das Rutschkérpermaterial besitze die Festigkeits- 


kennwerte c und g und das Raumgewicht y. Mit Hilfe des Quotienten me und des 


Winkels g des Scherwiderstandes léBt sich das reduzierte Scherdiagramm in Abb. 7 
eintragen (OA B). Die Fellenius-Regel sucht jene Zahl, durch die c und tg » dividiert 


Abb. 7. Anwendung des Diagramms Abb. 6 mit Hilfe der Fellenius-Regel. 


werden miissen, um auf ein Grenzgleichgewichtswertepaar c, » zu kommen. Diese 
Zahl kann nun durch eine einfache Konstruktion in Abb. 7 gefunden werden. Man 
verlangert AB bis zum Schnittpunkt B’ mit der Waagrechten durch O und zieht 
von B’ eine Tangente 7’ an die Kurve OH mit dem Beriihrungspunkt JJ. Die Lot- 
rechte durch JJ trifft die Waagrechte B’O in J und die geneigte Gerade A B in JJI. 


Das Verhialtnis ae ist die gesuchte Zahl, also der Sicherheitsgrad nach der 


Fellenius-Regel. 


Um die Ohde-Regel Gl. (7) auf das Diagramm Abb. 6 anzuwenden, hat man sich 
vor Augen zu halten, daB ihre Ableitung auf die Annahme einer festen Gleitfliche 
(Lage des Gleitkreismittelpunktes fest, Radius des Kreisbogens konstant) aufgebaut 
war. Die m-Kurven im Diagramm Abb. 6° gelten jedoch fiir die ungiinstigsten 
Gleitflachen, die zu einem beliebigen Grenzgleichgewichtswertepaar c, m passen. 
Schreitet man von einem Punkt der w-Kurve zu einem benachbarten Punkt, so andert 
sich, wenn auch in geringem Mage, die Form und Lage der Gleitflache. So entspricht 
der Endpunkt # der w-Kurve in Abb. 7 der kreiszylindrischen Gleitflache 
fiir rein koharentes Material (p = 0, c = c,_ 9), dagegen der Anfangspunkt O der 
ebenen Gleitfliche fiir reines Reibungsmaterial (c = 0, 9,» =). Die Ohde- 
Regel gibt keinen Anhaltspunkt dafiir, welcher Punkt der w-Kurve der Gl. (7) zugrunde 
zu legen ist. Dies stellt eine Schwiche dieser Regel gegeniiber der Fellenius-Regel 
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dar. Nachrechnungen haben gezeigt, da& jener Punkt der w-Kurve brauchbare Er- 


gebnisse liefert, der eine parallele Tangente zu der Geraden A B des Scherdiagramms ¢, 
besitzt. 


Dieser Punkt ist in Abb. 8 ermittelt und mit JJ bezeichnet. Die Lotrechte durch IJ 
ergibt mit der Waagrechten durch O den Punkt J, mit der Geraden im Scher- 


——_—— 


le If 
Abb. 8. Anwendung des Diagramms Abb.6 Abb. 9. Anwendung des Diagramms Abb. 6 mit Hilfe 
mit Hilfe der Ohde-Regel. einer bodenstatisch begriindeten Sicherheitsdefinition 
Gi (17): 


diagramm den Punkt J/Z. Die Waagrechte durch JJ ergibt mit Punkt F den 


Wert 58 fiir eine feste Gleitfliche und beliebige Wertepaare c, g, die Gerade OLI 
den erforderlichen Winkel des Scherwiderstandes q, _ . 


Die Ohde-Regel Gl. (7), auf Punkt JJ der w-Kurve angewendet, liefert nach 


Abb. 8 die Sicherheit: 
g é 4 tg G OA GIIl I, 49T 
uv “p=0 tS Peo i OF OF LISTE 


? 


also ein analoges Ergebnis wie die Fellenius-Regel. Die beiden Resultate sind nicht 
identisch, jedoch unterscheiden sie sich in normalen Fallen nur um wenige Prozent. 


Wahit man den Punkt J/ in Abb. 8 genau so wie in Abb. 7 (also nach der Fellenius- 
Regel), dann werden die Ergebnisse der beiden Regeln identisch. Diese Wahl des 
Punktes JZ auf der w-Kurve ergibt den kleinsten Wert der Gleitsicherheit. 


Bisher wurden die Zusammenhange zwischen den GréBen c, gy, y, H und der 
Béschungsneigung nur fiir den einfachen Fall der ebenen Boschung mit am oberen 
Rand anschlieBendem waagrechtem Gelinde im Schrifttum bekanntgegeben, wobei 
als auBere Krafte, die auf den Rutschk6érper einwirken, nur die vom Higengewicht 
herriihrenden vorausgesetzt waren (s. Schliisselskizze auf Diagramm Abb. 6). 

Das Diagramm Abb. 6 1aBt sich jedoch auch dann fiir eine rasche naherungsweise 
Berechnung der Gleitsicherheit anwenden, wenn die Resultierende R des Eigen- 
gewichtes durch eine auf die Rutschkorpermasse wirkende waagrechte, talwirts 
gerichtete Kraft (z. B. durch Strémungsdruck) aus ihrer lotrechten Lage um einen 
Winkel 6 abgelenkt wird, der die Sicherheit vermindert. Man hat dann statt der 
tatsachlichen Béschungsneigung w einfach w’ = w + 6 in die graphische Unter- 
suchung einzufithren, das heiBt statt der w-Kurve ist die (w + 6)-Kurve zu ver- 


wenden. Das Raumgewicht y ist durch y’ = —>_5 zu ersetzen. Das Diagramm Abb. 6 


ist auch fir Dammbéschungen verwendbar, wenn die durch die Verdichtung des 
Materials beim Dammbau entstehenden hydrostatischen Uberdriicke beriicksichtigt 
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werden sollen. Diese Anwendung wird an anderer Stelle gezeigt werden. SchlieBlich 
kann das Diagramm Abb. 6 auch Verwendung finden, wenn man einen angenaherten 
Wert der Gleitsicherheit auf Grund der bodenstatisch einwandfreien Definition 
Gl. (18) rasch ermitteln will. Sucht man in Abb. 9 den Punkt II auf der w-Kurve 
z. B. nach der Fellenius-Regel auf und trigt die Bogen JK und LM mit den Zentri- 
winkeln g bzw. y und den Mittelpunkten A bzw. D ein, dann ist die Gleitsicherheit 
nach Gl. (18) mit sehr guter Anniaherung gleich dem Verhialtnis der lotrechten 
Strecken KP und MN. Dieser Wert ist fiir p > 0 immer kleiner als jener, der aus 
einer der beiden Regeln folgt. 


IX. Vereinfachte Verfahren, die auf der Definition der Gleitsicherheit als Quotient der 
? Summe der widerstehenden und der treibenden Momente beruhen. 


In verschiedenen Lindern begniigt man sich mit der Aufstellung der der Rutschung 
widerstehenden Momente aus Reibung und Kohision, die man durch eine willkirliche 
Zerlegung der Eigengewichte der lotrechten Lamellen erhalt, und setzt sie ins Verhaltnis 
zu dem treibenden Moment des Gesamteigengewichtes um den Gleitkreismittelpunkt. 
Dieser Quotient 


Ss M widerstehend 


M 


treibend 


wird in Ubereinstimmung mit Gl. (17) als Sicherheitsgrad gegen Gleitung angesehen, 
jedoch ohne die Bedingungen fiir das Grenzgleichgewicht Gl. (3) zu beachten. 


Diese Verfahren konnen zu groBeren Fehlern in der Beurteilung der Rutschgefahr 
fiihren und sollten fir Losung verantwortungsvoller Aufgaben nicht verwendet werden. 


Beriicksichtigt man die Bedingungen Gl. (3) mit Beibehaltung der Definition fiir §, 
so gelangt man zu dem Verfahren Schrifttum®, dessen Kritik den Beniitzern desselben 
tiberlassen werden moge. Es wurde in Abschnitt VII kurz erlautert. 


(Eingegangen am 10. Mai 1955.) 


Geschweifiter Anschlu8 eines zugbeanspruchten Flachstabes 
bei behinderter Verformung. 


Von K. Girkmann, Wien. 


Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird die Spannungsverteilung in einem auf Zug beanspruchten Flach- 
stahl ermittelt, der durch eine StumpfschweiSung (K-Naht) an einen starr gedachten Bauteil 
angeschlossen ist. Die Aufgabe wird als ebenes Problem gelést. AnschlieBend wird unter 
Zugrundelegung verschiedener Dehnzahlen fiir Konstruktionsmaterial und Nahtwerkstoff der 
StumpfstoB eines zugbeanspruchten Flachstahles behandelt. 


Summary. The author determines the stress distribution in a flat-bar steel subjected to 
tensile stress, and connected to a rigid member by means of a butt weld (K-seam), the problem 
being considered as a plane problem. Furthermore, the butt joint of a flat-bar steel subjected 
to tensile stress is dealt with under the assumption of different extension coefficients for the 
structure and seam materials. 


Résumé, On détermine la répartition de la tension sur un acier section rectangle soumis a 
des forces de traction, et raccordé par une soudure par rapprochement (joint en A) & un élément 
de construction supposé rigide. On traite ensuite, en se basant sur différents coefficients 
d’extension pour les matériaux de construction et de soudure, de la soudure par ra rochement 
(un acier section rectangle soumis & des forces de traction. 
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I. Einleitung. 


Die Abb. | zeigt einen auf Zug beanspruchten Flachstahl, der durch eine Stumpf- 
naht an einen als starr betrachteten Bauteil angeschlossen ist. Es wird angenommen, 
dai die auf Blechdicke abgearbeitete Naht einwandfreie Beschaffenheit aufweist und 
dai der Nahtwerkstoff die gleichen elastischen Eigenschaften wie der Werkstoff des 
Stabes besitzt. Um die Idealisierung auf ein ebenes Problem 
zu ermoglichen, wird vorausgesetzt, daB die Blechdicke sehr 
klein gegeniiber der Stabbreite ist und daher die in z-Richtung 
wirkenden Spannungskomponenten vernachlissigt werden 
diirfen. Es gelte das Hookesche Elastizitiitsgesetz und es seien 
keine Eigenspannungen vorhanden. 

Zwei aihnliche Probleme sind bereits behandelt worden? 2, 
wobei aber grundverschiedene Ergebnisse erhalten wurden. 
Die folgende Untersuchung soll diesen Widerspruch kliren; 
sie wird ganz allgemein durchgefiihrt, ohne im vorhinein 
an bestimmten Orten das Auftreten irregulirer Spannungs- 
zustande vorauszusetzen! oder auszuschliefen?. 


Il. Ermittlung der Spannungsfunktion. 


Der Flachstahl wird als Halbstreifen aufgefaBt; seine Dicke sei gleich der Lingen- 
einheit. Die den Spannungszustand beschreibende Airysche Funktion wird aus drei 


Teilen zusammengesetzt: 
F=Fi,+F,+f;. (1) 


F, entspricht dem gleichmaBigen Zug p in Richtung y: 
Fo=5? x, mit Oxo = 9, Gyo = P> T> = 0. } (2) 


Der Teil F, wird in Reihenform gewahlt: 


1 1— yp aor = as 
2 S B,( co, + ony) i SO Oe, = laos eo, AS) 


Die B,, sind Freiwerte. Diese Spannungsfunktion erfiillt bereits die Randbedingung 
v=—0 in y=0%. Die zugehdrigen Spannungskomponenten lauten 


% 3 ) 
our =>, B,(— _ ir Xn y) e~ “n¥ cos Xn &, 
n 


I+ u 


i= — o 
64 é B,(z55- Xm y)e n¥ COS Ky, 2, 
n 
ey 2 — Ay Y aq | 
= 2 Blzpz— ye nn’ SIN Oy v. J 
n 


Der Anteil F, wird in Form eines Fourierschen Integrales angesetzt: 


P, = | (C Goff x + fa D Sin x) cos p y dp (5) 


0 


1M. Knein: Zur Theorie des Druckversuchs. Abhandl. Aerodyn. Inst. T. H. Aachen H. 7 
1927). 
2K. Jezek: Die Spannungsverteilung in geschweiBten Stumpfst6Ben. Stahlbau 11, 111 


(1938). ; 
2K. Girkmann: Flichentragwerke, 3. Aufl., S.119, 120. Wien: Springer-Verlag. 1954. 


120 K. Girkmann: 


mit den zugehérigen Spannungskomponenten 


eal 


vay = — | (O68 2 + BuaD Gin B x) cos B y dp, 


Sys 


= | [(C + 2D) )Coj Ba +fhuaD SinB x] cosf ydB, } (6) 
0 
= | [(C + D) Sin x + Bx DOoj Bx] sinB y dp. 

0 

Die GréBen C und D stellen Funktionen von f dar. 


Da F, eine gerade Funktion von y ist, liefert sie fir y= 0 die Verschiebungen 
v = 0, so daB die Randlinie y = 0 des Halbstreifens gerade bleibt. Die noch zu er- 
fiillenden Randbedingungen lauten: 


Nise ga ist (¢,), 2 = O-  ane (T)n=50 =95 (7) 


in y= Ost (6, ) gag 0 (8) 


Nachdem in « = + S a bereits o,, und o,, Null sind, lautet die Bedingung (7/1): 


mit (6) folgt hieraus 
Ge sp lea = (9) 


Um die Bedingung (7/2) erfiillen zu kénnen, mu8B die Randspannung (t,), =< a 
durch ein Fourier-Integral dargestellt werden. Hierzu dienen die Ausdriicke* 


[oe} co 
2 4a, 


Oa araprsinBy dp, yen = 2 oe, a er ee 


Man erhalt dann als Bedingung (7/2) 


(te = : to | sin By dp 7 ( 


0 


a ae i + Gin 2 Goj Fe ] ar 


B (B® — pw @,?) SO I de 
ie (x + BE B, sin —— + 


Cof ae 


Diese Beziehung muB8 fiir jedes y bestehen und damit ergibt sich 


Ba 
Ba Coj — 
ons 8 B? — Uw ap tee 
Dee ae SmBat fa > (a+ py Basin or 
Zur Aufstellung der Randbedingung (8) wird der Ausdruck fiir ¢, = + (o, — pf Oy) 
in y= 0 bendotigt. Fy ergibt den Beitrag 
4 Las 
E (8iq)yap = — Up = oP D> sin > COS Oy 2, (a) 


4 §, FuBnote 3, Gl. (117). 
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wobei p durch eine Fourier-Reihe mit der Periode L = 2a als gerade Funktion 
von a dargestellt wurde®. Mit (4) erhiilt man den Beitrag von F,: 


E (€n1)y=9 = — (8 — p) dD Bn CO8 Gy - (b) 


Mit (6) und (9) bekommt man schlieBlich von F, 


E (€x2)y=0 = i{(a i) oe Yq i 21) Coj Ba — (1 +m) Bx Sin B x! Dap. (c) 
0 


In (c) fiir Cof 6 x und ur ee die Reihendarstellungen® 


wc Pa Yt a, TUE 
oj Bx = Go Ver a it Be SIN —~ COS Hy @, 
n 


«Sin pa= 2D’ 


Xn >;,, ba 46 1 cel CRN (ise 
x + (Sin Te eee x2 + pe So 3) Sin—F- COS Wp, X 


eingefiihrt und alle Beitriige zu ZH (e,),_) zusammengefaBt, folgt aus (8) 


4up 3 — f Xn (M Xp ; Pa Ve 
a (ee tae Be ta 1D aa py Coleg AB) sin 7 008 a, 2 = 0. (12) 
n sin 2 ae 


Diese Gleichung muB fiir jedes x erfiillt sein. Setzt man fiir D den Ausdruck (11) 
ein, wobei & statt n als Laufzahl der Summe gewihlt wird, so gelangt man mit 


p=+, a=% (13) 


zu den folgenden Bestimmungsgleichungen fiir die Konstanten B,: 


co 
4up 3—B p 32m (t(1+ojt) P—prte ye—pkh a a ert or 
eax os Tee) Snti+? (e+e? — (eet ap Prsin-7- d= 0. 


Ill. Ermittlung der Spannungen zur Teilfunktion /,. 
Mit Einfiihrung der Hilfsfunktion 


C—print P—ph ot 
eo —-—__, 2)2 (fee a2 + Z2)2 (15) 
lauten die Gl. (14) (n? n® + PP (KP a? + a 
SAPP n km [t+ Cold) 
nx + nn Bn tie a Besin 4 Gntit @ dt. (16) 
2 


Das Integral wird zerlegt in 


6 € 
[garg 24 roa + \(*Gieea — #) dt, (d) 
0 


wobei der erste Anteil geschlossen ausgerechnet werden kann: 


co 


\tOdt= 272 (n nae ((1 +m)? (nt — ks) — 


0 


— [2 (1+ pt) m2? +p (n? + bP] In), nek, ¢ (e) 
und \tOdt = ca aes ale n=k. 


0 


5 §. FuBnote 3, GI. (111). 
6 §. FuBnote 3, S. 218, Gl. (a), (b). 
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Der zweite Anteil hingegen muBte numerisch ausgewertet werden. Die so erhaltenen 


Beitrage waren ungleich kleiner als die Anteile \t@ dt und durften gegentiber diesen 
0 


vernachlassigt werden. Daher konnte gesetzt werden: 
co 


| # (1 + Cot) . 
| Sina? hae a (f) 


Mit (e) und (f) liefert (16) ein lineares Gleichungssystem fiir die Konstanten 6, in 
welchem die Diagonalglieder die iibrigen Glieder derart tiberwiegen, da mit dem 
ersten Iterationsschritt fiir den vorliegenden Zweck bereits ausreichende Na&herungs- 
werte erhalten wurden. Damit blieb von der Summe mit der Laufzahl & jeweils nur 
das Glied k = n bestehen. Mit Beniitzung der zweiten Gl. (e) wurde sodann aus (16) 
erhalten 


32m 1—pwt+pe WT 


4up 3—p ¢ 
NT ei sin 2 Br + lt+p 67? x? B,, sin 2 a 
2 
und weiterhin 
a 4 up 1 = WS ps 
ag aR np clo ee ee (17) 
: 3° (1 + pw) (8 — 4p) 
Mit den HilfsgroBen 
MN 2 16 - beer ee 
°[E-ae 2 3 wee oe 
kann geschrieben werden 
Oe Ve Wire 
Doe a pee ee (a2) 
Damit folgt aus den Gl. (4) 
38+ 4 Le {|— ) 
ous = bp (728, — 2 8), Oy b one S; ae 8,), | 
20) 
2 zy ( ( 
t= —bp(z—-5,— 8, ], 
wobei 
y sin —)— cos nae nay wo tsine a nay 
a ‘14 
Sa Tas nt Oa BRE ieee rn 
a » sin sin ane _ nny e n sin — sin = aK (21) 
i mG generis ces oe 


1 = M840 CORD 


Die Reihen S, bis S, kénnen jeweils in einen geschlossen darstellbaren Anteil und in 
eine geniigend rasch konvergierende Reihe zerlegt werden. Die Durchfiihrung der 
Rechnung wird fiir S, gezeigt. Mit 


1 1 c 
n+co mn  n(n-+c) (g) 
entsteht 
ah Vv 1 cpt Ce ee 
S,=Rf,-—cZ nino) Dg 008 be, (22) 
n 
wobei 
se! no N 1% we Boda! 
i= 2 7 5 
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Die zweite Summe im Ausdruck fiir 8, konvergiert auch an der Stelle y= noch 
verhaltnismaBig rasch (c ist klein, fiir ~ = 0°3 ergibt sich c = 01216). R, wird zu- 
nachst zerlegt gemaB 


1 Le 1 iG ee ay, Le ] NS eee Ye 
R= 3 [2 jainna(5 + Ze a + S’=sin na ( =e n (h) 


aw 
n n ess a 


Y sin & 
1— Y cos &’ 


y? 
eae 1 lee e Ome ceo 


n 


1 ‘ 
oa Y" sin n é = are tg - 


§ und Y sind von » unabhingige reine Funktionen von x bzw. y. Den gleichen 


Summenausdruck fiir — Y angeschrieben und vom ersten abgezogen, folgt 
se i Not art ¥ sin § Y sin é 
227, Y"snné= aretg7—y cog + are tg 14+ Yest? %=1,3,5...00 


n 


Mit 


bol 


g= =) baw. x([— 2) und mi ghar, 
=a(5+] Zw. a und mit Y=e a 


erhalt man aus (h) 
mY 


ee 2 
l 2e@ 4 cos = 
R, — "5 Sr tg —- "Bay (23) 
ie a 
Damit kénnen nun die Reihensummen S, ausgewertet werden. 
Zur Berechnung von S, wird zunichst gemai 
n c : 
WAG: = aed +e | (i) 
zerlegt: 
S, = R, —c&,, (24) 
ita? : Era 80 ge Ce i eee sols : 
wobei die Hilfssumme Rk, = ~ sin—j;-cos—~—e 4 , abnlich wie R,, geschlossen 
n 
dargestellt werden kann. Hierzu wird die Beziehung’ 
Tee Y sin & 9 
ey A ee ee (ai we ee 12, 38 eo 
n 
verwendet; sie fiihrt zu 
Quy my 
(1 se ee) Cg ood 
k= Quy Quy ae (25) 


ALY a fake ae ah 


Damit sind also die Summen S, bestimmt. 


Nachdem hier + nur fiir die Stelle y = 0 ermittelt wird, geniigt die Ausrechnung 
der Summe (S3),,-9 von (20). Diese wird gemaf (g) zerlegt in 


1 ee TUTE, eet tae 
tiealhe =9— Ts = ae sin — sin rire (26) 
n 


wobei 


LE Olean el CRUE 
R, = D/—sin75 aS =a NBG 3 Go 
n . 
7 F. Télke: Praktische Funktionenlehre, Bd.I, 2. Aufl. Berlin-Gottingen-Heidelberg: 


Springer-Verlag. 1950. 
g* 
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Mit Beniitzung der Beziehungen’ 


ea 2 1 
D>, +cosn§ = —zIn2(1 — 008 £), >: = cog be leiay he omer 


n n 


rea apt hy cles 


erhiilt man auf dem frither beschrittenen Wege 


OS kano 
k= —Zin- if me’ (27) 
Uk gt haters 


womit auch die Auswertung von (t,),—» leicht durchzufiihren ist. 


IV. Ermitilung der Spannungen zur Teilfunktion F,. 
Mit dem Ausdruck B, nach (19) entsteht aus (11), bei Beriicksichtigung von 


Oe == nach (3), mit Beniitzung der neuen Veranderlichen 


y= £4, . (28) 


14 


‘ 2 — fh Oe? 1 (1 + #) %? 
sowie unter Beachtung von ar hs B22 = x2 + B (a,2 + B22’ 


pa 
8bap ad ian 1 ( 1 ql she 
(lia) Cin Bathe Av wake \ nino © lin eA 


D=- 


(29) 


Die Auswertung der hier auftretenden Reihen 


1 1 beam ne 
S22 a as und So= ante Wt PP tr Ia eee 


n 


erfolgte in der Weise, daB jeweils die beiden ersten Glieder fiir sich ermittelt und 
die Summen der tibrigen Glieder durch Integrale ersetzt wurden: 


1 1 1 1 
Saran +t CLaeEey Co eames e 
ie 1 9 beh 25 : So 
= atone + eraoeey +2 eraqasaae ts) 
wobei 
T dn 1 It C 1 25 + y? c 5 
an mrow@+ A) e+? (3 +o Gye — 7 arete >) | 
in n? dn 31 
I= \aaoeey a ee 
5 
penal. (2 + y*) (5¢ + *) a Aw it: c X 5 
—sermrl wae tele par t 7G — arotes)] 


Zur Kontrolle wurde fiir verschiedene Werte y mit der Integration erst bei n = 9 
begonnen; die zahlenmafige Ausrechnung fiihrte zu sehr wenig abweichenden Er- 
gebnissen. 

Driickt man die Hilfsvariable y gemaB- (28) wieder durch f aus und fiihrt man 
die Ergebnisse fiir S; und S, nach (30) und (31) in (29) ein, so ist die Parameter- 
funktion D und damit, gemié® (9), auch C bestimmt. Weiterhin kénnen nun die 
der Spannungsfunktion F’, entsprechenden Spannungskomponenten 6, , o,. und 7, 
aus den Gl. (6) berechnet werden. Die Integrale miissen hierbei numerisch ausge- 
wertet werden. 
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V. Ergebnisse. 


Die numerische Ausrechnung der Spannungskomponenten zur Spannungsfunktion F 
nach Gl. (1) wurde unter Zugrundelegung der Querdehnungszahl » = 0°3 durch- 
gefiihrt. In Abb. 2a ist der Verlauf der Spannungen o,, o, und 7 fiir den AnschluB- 
querschnitt dargestellt. In Ubereinstimmung mit den auf ganz anderem Wege er- 
haltenen Ergebnissen von Knein! werden die Spannungen o, in den Randpunkten 


Li . 
*= + 54, y=0 unendlich groB und dort wird der Spannungszustand irregular: 


nahert man sich diesen Punkten lings y = 0, so nehmen auch die Spannungen o, 
und + unbegrenzt zu (Abb. 2a); erfolgt hingegen die Annaherung lings der Rinder 


1 
“= + 9 4, so erhalt man fiir y —> 0, gemiB den zugrunde gelegten Randbedingungen, 
o, = 0,t = 0. In Abb. 2b ist noch der Verlauf der Normalspannungen lings y = 0°1 a 


tain fjiit 


ae aa af2 


unt 


Abb. 2. 


und y = 0°25a@ zu sehen. Die Spannungen o, sind bereits in y = 0°25 a verhiltnis- 
maBig klein und die Spannungen o, weichen nur mehr wenig von der Zugspannung p 
ab. Fir y = 0°64 ergab sich bereits praktisch o, = 0, o, = p. 


DaB eine Berechnung der Spannungsverteilung in einem stumpf geschweiBten 
Flachstahl bei starr vorausgesetzter Naht? zu ganz anderen Ergebnissen geftihrt hat, 
ist hauptsichlich darauf zuriickzufiihren, daB dort zum Aufbau der Lésung keine 
vollstindigen Funktionensysteme verwendet wurden, dai ferner die Bedingung 
(e,),y-9 = 0 nicht an jeder Stelle a erfiillt werden konnte und daf schlieBlich die 
Bedingung (v),~» = 9 unberiicksichtigt geblieben ist. 


VI. Stumpfsto8 eines zugbeanspruchten Flachstahles. 


Mit den vorstehend verwendeten Spannungsfunktionen konnte auch die Spannungs- 
verteilung eines auf Zug beanspruchten und mittels einer Stumpfnaht gestoBenen 
Flachstahles (Abb. 3) untersucht werden. 


Die elastischen Eigenschaften des aufgeschmolzenen Konstruktionsmateriales 
und des Schweifgutes weisen gegeniiber jenen des thermisch unbeeinfluBt gebliebenen 
Werkstoffes Verschiedenheiten auf. Der Elastizitétsmodul #* des Schweifgutes kann 
etwas kleiner sein als der Modul # des Flachstahles. Unter dieser Voraussetzung 
wurde die Spannungsverteilung ermittelt. Hierbei wurde angenommen, daf die 
Isotropie der Werkstoffe keine Stérung erfahren habe und da8 sich der Elastizitiats- 
modul an den Nahtrandern sprungweise von # auf H* andere. Die Stabbreite sei 
wieder a, die mittlere Breite der auf Blechdicke abgearbeiteten Stumpfnaht sei s; 
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Blechdicke gleich der Langeneinheit. An Stelle der 
friiheren Randbedingung (8) ist jetzt die Bedingung 


‘i (Fy)y= 

(Ex)y=0 = ai pe ae : 

- 
zu erfiillen; hierbei bedeutet o* die Langsspannung 
P der Naht an der Stelle x (Abb. 3): 
1 
! kes pe 
Hii ot = —\ (t)y oda 


Die Ermittlung der Spannungen der Flachstahle ist 
wesentlich umstindlicher als fiir den AnschluB nach 
Abb. 1 und kann hier aus Raummangel nicht ge- 
bracht werden. Die Auswertung fiir H* — 0°9 #, 
uw* =m ergab den in Abb. 3 dargestellten Verlautf 
der Schubspannungen (t), 9. Diese Schubspannun- 
gen sind wesentlich kleiner als beim Anschlu8 an 
einen starren Konstruktionsteil, werden aber an den 
Randpunkten wieder unendlich groB. Der Spannungs- 
zustand in den Randpunkten ist irregulér, verursacht durch die vorausgesetzte 
sprungweise Anderung des Elastizititsmoduls. 

Bei der Durchfiihrung der vorstehenden Untersuchungen hat mich Frau Dr. Tungl 
unterstiitzt; sie hat auch alle Zahlenrechnungen besorgt. 


(Hingegangen am 4, Mai 1955.) 


Diophantische Vektorgleichungen. 
Von R. Grammel, Stuttgart. 


Zusammenfassung. Nachdem der Begriff des ,,ganzen** Vektors in geeigneter Weise erklart 
ist, wird hier gezeigt, wie man Vektorgleichungen (und Systeme von solchen), deren Lésung an 
sich unbestimmt bleibt (wie bei den meisten Vektorgleichungen), durch eine sogenannte dio- 
phantische Menge von ganzen Vektoren lésen kann. 


Summary. After having suitably defined the concept of vector “‘integers”’, the author shows 
how vector equations (and systems of such equations) the solution of which remains itself 
undetermined (as with most vector equations), may be solved by means of a so-called Diophantine 
set of vector integers. 


Résumé. Aprés avoir bien expliqué le sens de vecteur «entier», l'on montre ici la facon de 
résoudre des équations vectorielles (et des systémes d’équations) dont la solution reste elle-méme 
indéterminée (comme pour la plupart des équations vectorielles) au moyen d’une quantité dite 
diophantine de vecteurs entiers. 


I. Einleitune. 


Vektorgleichungen? von der Form [ar] =} oder ar=b oder [a [br]]=c und 
viele weitere haben fiir gegebene Vektoren a, 6, c und gegebene Skalare b usw. eine 


1 Wir bezeichnen hier Vektoren mit Frakturbuchstaben, das skalare Produkt ohne Punkt 
und nur wo notig mit runden Klammern, das vektorielle Produkt mit eckigen Klammern. Ich 
halte den Streit dariiber, welche von den verschiedenen iiblichen Bezeichnungen die bessere sei, 
fiir uberfliissig, weil jeder, der mit Vektoren einigermafen vertraut ist, mithelos von der einen 
Bezeichnungsart zur anderen iibergehen kann. Es gibt in vielen Teilen der Mathematik und 
Physik gréBere Bezeichnungsunterschiede, an denen sich kein Kundiger ernstlich st6Bt. 
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nichtabzaéhlbar unendliche Menge von Lésungsvektoren r. Es gibt aber auch Vektor- 
gleichungen, die zwar im allgemeinen einen eindeutigen Lisungsvektor r besitzen, 
jedoch ebenfalls eine nichtabzihlbar unendliche Menge von Lésungsvektoren r, 
wenn zwischen ihren ,,Koeffizienten‘’ gewisse Bedingungen bestehen, z. B. die 
Gleichung [a [6r]] +cr—bd, wenn c=ab ist. Die entsprechende Unbestimmtheit 
bei gewohnlichen Gleichungen li8t sich, wie von den diophantischen Gleichungen her 
altbekannt ist, unter Umstinden dadurch wesentlich verringern, daf man ihre 
Koeffizienten auf ganze Zahlen beschrankt und auch nur ganzzahlige Losungen zu- 
1a48t. Man kann es dann erreichen, da diese Gleichungen, wenn sie itiberhaupt solche 
Lésungen haben, deren nur eine abzihlbar unendliche oder sogar nur eine endliche 
Menge besitzen. 


Soviel mir bekannt, hat man diese Uberlegungen bisher nicht auf Vektor- 
gleichungen tibertragen, obwohl sie Anwendungen mannigfacher Art zulassen (z. B. 
in der Theorie der Raumgitter). Die folgenden Untersuchungen tiber diophantische 
Vektorgleichungen sind zwar wohl zu einem Teil in der Theorie der gewohnlichen 
diophantischen Gleichungssysteme? implizit enthalten, gehen aber doch insofern 
wesentlich dariiber hinaus, als bei uns fast iiberall Nebenbedingungen hinzutreten, 
die sich gerade in der Vektorsprache einfach ausdriicken und einfach beriicksichtigen 
lassen. 


Il. Ganze Vektoren und diophantische Mengen. 


Wir miissen zunichst definieren, was ein ,,ganzer‘‘ Vektor sein soll. Es hatte 
offenbar keinen Sinn, darunter einen Vektor von ganzzahliger Lange zu verstehen. 
Denn dann wiire schon die Addition und die vektorielle Produktbildung innerhalb 
des Bereiches solcher ,,ganzen‘‘ Vektoren nicht allgemein ausfiihrbar; und auch das 
neben seiner Linge wesentliche Merkmal eines Vektors, seine Richtung im Raum, 
kénnte dann kaum sinnvoll ganzzahlig festgelegt werden. Vielmehr wollen wir so 
vorgehen: In einem rechtwinkligen, rechtsgingigen, kartesischen Koordinaten- 
system (x,y,z) seien als ganze Gitterpunkte alle Punkte bezeichnet, deren 
Koordinaten x, y,z ganze Zahlen sind, und das soll weiterhin stets heiBen: ganze 
positive oder ganze negative Zahlen einschlieBlich der Null, wenn die Null im Einzel- 
fall nicht ausdriicklich ausgeschlossen wird. Alsdann nennen wir ganze Vektoren 
alle Vektoren, die vom Nullpunkt des Koordinatensystems zu einem ganzen Gitter- 
punkt hinfiihren, deren 2z-, y- und z-Komponenten demgemi ganze Zahlen sind. 
Der Nullpunkt selbst ist ein ausgearteter ganzer Vektor, weil seine Richtung vollig 
unbestimmt bleibt; dieser sog. Nullvektor soll zwar als Losungsvektor r einer Vektor- 
gleichung zugelassen sein, jedoch als gegebener Koeffizientenvektor a, 6, c usw. einer 
Vektorgleichung immer ausgeschlossen werden, wenn er dabei nicht ausdriicklich 
zugelassen ist. 


Wenn a und 6 ganze Vektoren sind, so ist auch ihre Summe a + 6 und ihr Vektor- 
produkt [a6] ein ganzer Vektor, ihr skalares Produkt a6 aber eine ganze Zahl. 


Wenn ein ganzer Vektor auBer dem Nullpunkt und seinem Endpunkt keinen 
weiteren ganzen Gitterpunkt trigt, wenn also seine x-, y- und z-Komponenten ganze 
Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind, so soll er einziigig heiBen, dagegen allgemein 
s-ziigig, wenn er zwischen dem Nullpunkt und seinem Endpunkt genau noch s — 1 
weitere ganze Gitterpunkte tragt, wenn also seine drei Komponenten ganze Zahlen 
mit dem gréBten gemeinsamen Teiler s sind (weil er dann aus s ,,ganzen Ziigen™ 
besteht). Wir wollen die positive ganze Zahl s (= 1) auch seine Zugzahl nennen. 


2 §. etwa den Bericht von Th. Skolem: Diophantische Gleichungen. Berlin. 1938. (Ergeb- 
nisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Bd. V, H. 4.) 
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Ferner wollen wir eine abzihlbar m-fach unendliche Menge von irgend- 
welchen als ganz bezeichneten Elementen eine m-fache diophantische Menge 
nennen. Die ganzen Gitterpunkte im Raum bilden also eine dreifache diophantische 
Punktmenge, die ganzen Vektoren im Raum eine dreifache diophantische Vektor- 
menge. 

Wahrend eine beliebige Nullpunktsebene im allgemeinen aufer dem Nullpunkt 
durchaus keinen weiteren ganzen Gitterpunkt zu tragen braucht (z. B. die Ebene 


V2 x + V3y +2z=0), so gilt: 
Jede Nullpunktsebene senkrecht zu einem ganzen Vektor enthalt eine zweifache 
diophantische Punktmenge. 


Zum Beweis bezeichnen wir mit @,,a@,, a, die (ganzzahligen) Komponenten des 
ganzen Vektors a und mit 2, y, z die Komponenten des laufenden Vektors r der zu a 
senkrechten Nullpunktsebene; dann lautet deren Gleichung 


ar=a,e-+a,y +a,2=—0, 


und diese hat nach einem bekannten Satz iiber diophantische Gleichungen in der 
Tat stets eine zweifache diophantische Menge von Lésungstripeln (2, y, 2). 

Ferner sieht man ohne weiteres, daB jede Nullpunktsgerade, die einen ganzen 
Vektor enthalt, eine einfache diophantische Menge von Punkten tragt, die zueinander 
aquidistant sind, und da& folglich die simtlichen ganzen Punkte jeder Nullpunkts- 
ebene, die auBer dem Nullpunkt iiberhaupt noch weitere ganze Punkte enthalt, ent- 
weder eine einfache diophantische Menge von aquidistanten Punkten auf einer Null- 
punktsgeraden bilden, oder aber eine zweifache diophantische Menge von Punkten, 
die dann die Eckpunkte von lauter kongruenten, die ganze Ebene bedeckenden 
Parallelogrammen sind. 

Verschiebt man eine Nullpunktsebene, die eine diophantische Punktmenge tragt, 
parallel mit sich selbst in der Richtung irgendeines ganzen Vektors g bis zu dessen 
Endpunkt, so trigt sie in der neuen Lage ebenfalls eine diophantische Punktmenge, 
und die Punkte dieser neuen Menge liegen zueinander genau so, wie die Punkte der 
urspriinglichen Menge zueinander lagen. Wir nennen alle Ebenen, die so mittels eines 
einziigigen ganzen Vektors g und dann allgemein mittels aller Vektoren ng, wo n 
jede ganze Zahl sein kann, aus einer Nullpunktsebene entstehen, untereinander und 
zu der sie erzeugenden Nullpunktsebene homolog. 


Daher enthalt auch jede beliebige Gerade, die wenigstens zwei ganze Punkte 
tragt, eine einfache diophantische Menge von aquidistanten Punkten, und jede 
beliebige Ebene, die wenigstens drei nicht auf einer Geraden liegende ganze Punkte 
tragt, eine zweifache diophantische Menge von Punkten, die die Eckpunkte von lauter 
kongruenten, die ganze Ebene bedeckenden Parallelogrammen sind. 


Man erkennt aber auch, da eine Gerade und eine nicht zu ihr parallele Ebene, 
selbst wenn sie diophantische Punktmengen tragen, sich nicht in einem ganzen Punkt 
schneiden miissen, und dafi zwei nicht parallele Ebenen, welche zweifache diophantische 
Punktmengen tragen, zwar eine einfache diophantische Punktmenge als Durchschnitt 
der beiden zweifachen diophantischen Punktmengen besitzen kénnen, jedoch durchaus 
nicht immer besitzen miissen (s. z. B. Ziffer V, Nr. 2). 


Die Kigenschaft eines Vektors, nach unserer Definition ein ganzer Vektor zu 
sein, ist nicht invariant gegen Koordinatentransformation, und dies besagt, da wir 
hier (ahnlich wie ja auch mitunter in der Matrizenrechnung) das Wort ,,Vektor“ 
in etwas anderer Bedeutung beniitzen als in der klassischen Vektorrechnung. Wir 
koénnen uns im folgenden aber fast stets in der Sprache der Vektoren viel kiirzer 
ausdriicken als in der Sprache der diophantischen Gleichungssysteme. 
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Wenn wir nunmehr zur Aufzihlung und Lésung diophantischer Vektorgleichungen 
ubergehen, so wollen wir fiir eine tibersichtliche Einteilung eine in dem gesuchten 
Vektor r lineare (oder nichtlineare, aber dann algebraische) Vektorgleichung als eine 
m-stufige Gleichung bezeichnen, wenn der Vektor r darin nur in Produkten von 
héchstens m vektoriellen Faktoren vorkommt. In dieser Mitteilung beschriinke ich 
mich zunachst auf lineare (ein- und mehrstufige) Gleichungen. 


Ill. Die Gleichung [ar] — b. 


Nachst der trivialen linearen einstufigen Vektorgleichung ar = 6 ist die einfachste 
lineare zweistufige Vektorgleichung, die zu einer diophantischen Losung fiihrt, die 
Gleichung 

lat] = bd. (1) 

Sie hat, wie lingst bekannt*, die nichtabzihlbar einfach unendliche Menge von 
Lésungsvektoren 

f= ny (0 belisbige Zan), (1*) 


a 
und zwar dann und nur dann, wenn die Vektoren a und 6 die Nebenbedingung 


ab=0 (2) 


erfiillen, also der Vektor a auf dem Vektor 6 senkrecht steht. Die Lésungs- 
vektoren ry (1*) erfiitlen, wie es (1) verlangt, die weitere Bedingung 


br=0. (3) 


Fiir unsere Frage, unter welchen Umstiinden die also diophantische Gl. (1) fiir 
ganze Vektoren a und 6 auch ganze Lésungsvektoren r besitzt, und wie man diese 
dann finden kann, niitzt jedoch die Lésung (1*) nichts, da im allgemeinen [6 a]/a? 
kein ganzer Vektor ist. Man kann die Frage im Hinblick auf (1*) aber auch so formu- 
lieren: Unter welchen Umstinden trifft eme Gerade parallel zum Vektor a durch den 
Endpunkt des Vektors [6 a]/a? auf ganze Gitterpunkte, und wie sind diese zu be- 
rechnen ? 

In den Komponenten a,, a,, a, von a und b,, b,, b, von 6 sowie x, y, z von r lauten 
die Gl. (1), (2) und (3) 


jet, y= b,, (la) 
2 —f,% = ,, (1b) 
An Y — ay x = b,, (1c) 
a,b, +a,6, + a,b, = 90, (2a) 
b,x +b,y+6,2=0. (3a) 


Setzt man zunichst voraus, daf der Vektor 6 in keiner Koordinatenebene (und 
also auch in keiner Koordinatenachse) liegt, und dafi demnach b, + 0, b, + 0, b, + 0 
ist, so sind wegen (2a) und (3a) je zwei der drei Gl. (1a), (1b), (1¢) eine Folge der 
dritten. Denn eliminiert man b, bzw. 6, aus (2a) und (3a), so erhalt man 

(a, u — a,2)b, = (a,z—a,y)b, 
bzw. 
(Ay Y= Ay x) by = (a, z— az y) b., 


und dies geht, wenn man (la) als richtig voraussetzt, wegen b, + 0 gerade in (1b) 
bzw. (1c) iiber; und analog wiirde (1a) und (1c) wegen b, + 0 aus (1b), und (la) und 


3 §. etwa J. Spielrein: Lehrbuch der Vektorrechnung, 2. Aufl., Formelsammlung 5S. 3. 
Stuttgart. 1926. 


130 R. Grammel: 


(1b) wegen b, + 0 aus (1c) hervorgehen. Man kann sich weiterhin also etwa auf die 
drei Gl. (la), (2a), (3a) beschranken. 

Nunmehr seien a und 6 ganze Vektoren, und zwar zunichst a ein einziigiger Vektor, 
so daB a,, a,, a, keinen gemeinsamen Teiler haben. Von den drei Zahlen a,, dy, 
kann dann héchstens eine auch Null sein, weil sonst gem (1a) bis (1c) mindestens 
eine der Komponenten b,, b,, 6, verschwinden wiirde, entgegen unserer Voraus- 
setzung. Wir kénnen ohne jede Einschrinkung der Allgemeinheit das Koordinaten- 
system so wihlen, daB a, und a, teilerfremd sind (da es unter drei ganzen Zahlen 
ohne gemeinsamen Teiler mindestens zwei zueinander teilerfremde gibt), und offen- 
lassen, ob a, verschwindet oder nicht. Dann aber hat nach dem Bachetschen 
Fundamentalsatz der linearen inhomogenen diophantischen Gleichungen die Gl. (La) 
eine einfache diophantische Menge von Lésungen (y,z), die man wegen 6, + 0 in 
der Form 

y¥=b,y’, z= b,2' (4) 


darstellen kann, wo y’ und 2’ die ganzzahligen Lésungspaare der Normalform 
a,2 —a,y —1 (5) 


der linearen inhomogenen diophantischen Gleichungen sind. Die Gesamtheit dieser 
Loésungspaare (y’, 2’) ergibt sich bekanntlich in der Gestalt 


y =Yo +na,, 2 =2' +na, (n jede ganze Zahl) (6) 


aus einem einzigen Liésungspaar (¥)’, 29) von (5), welches man mit bekannten 
Methoden (Euklid-Eulerscher Algorithmus, Kettenbruchmethode) in jedem Falle 
leicht findet. Die dritte Komponente x von r folgt dann vollends aus (3a) wegen (4), 
(6), (2a) und b, + 0 zu 


x= — (b, Yo + 5,29’) + na, b, [n wie in (6)], (7) 


und damit ist eine einfache diophantische Menge von Loésungsvektoren r nachge- 
wiesen. 

Ist jedoch a ein s-ziigiger Vektor (s > 1), haben also die Zahlen a,, a,, a, den 
eroBten gemeinsamen Teiler s, so gibt es zwei Unterfialle: 


a) Wenn die Zugzahl des Vektors 6 weder s noch ein ganzes Vielfaches von s ist, 
wenn also die Zahlen b,, b,, b, nicht den gemeinsamen Teiler s haben, so fiihrt offen- 
sichtlich mindestens eine der drei Gl. (1a), (1b), (le) auf einen Teilbarkeitswiderspruch 
bei Beschrankung auf ganzzahlige Lésungstripel (a, y, z), und somit gibt es in diesem 
Unterfall tiberhaupt keinen ganzen Lésungsvektor r. 


b) Wenn hingegen der Vektor 6 ein s t-ziigiger Vektor ist (¢ = 1, 2,...), wenn 
also die Zahlen b,, b,,6, den gemeinsamen Teiler s haben (und méglicherweise noch 
einen weiteren gemeinsamen Teiler ¢ > 1), so kann man den Teiler s aus den drei 
Gl. (la), (2a), (83a) wegheben und dann aus den so vereinfachten Gleichungen die 
einfache diophantische Menge von Lésungsvektoren r wie vorhin finden‘. 

Nun miissen wir noch die Falle untersuchen, daB nicht alle Komponenten b,, b,, b. 
des Vektors 6 von Null verschieden sind, da der Vektor 6 also in einer Koordinaten- 
ebene oder in einer Koordinatenachse liegt oder gar der Nullvektor ist. Solange 
wenigstens eine dieser Komponenten, sagen wir ohne Einschrinkung der Allgemein- 


* Man darf jedoch nicht schlieBen, daB zu einem s-ziigigen ersten Faktor a eines Vektor 
produktes [ar] ein t-ziigiger zweiter Faktor r gehéren miisse, damit das Produkt [ar] ein s t- 
zugiger Vektor b wird. Denn schon einfache Beispiele zeigen, da8 das Produkt der Zugzahlen 
der Faktoren eines Vektorproduktes nicht gleich der Zugzah] des Produktvektors sein mu8. So 
ergibt z. B. der dreiziigige Vektor a mit den Komponenten 3, 3, 6 und der einziigige Vektor r 
mit den Komponenten 1, 3, 8 den sechsziigigen Vektor 6 = [a r] mit den Komponenten 6, — 18, 6. 
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heit 6,, nicht verschwindet, bestimmen zwar nach wie vor die Gl. (la), (2a), (3a) 
das Problem, aber die Lésung verliuft dann doch teilweise etwas anders. 


Verschwindet zunichst nur eine Komponente von 6, ist also (ohne Einschrankung) 
be. 0, b, + 0, b, = 0, liegt der Vektor 6 also in der (x, y)-Ebene, aber in keiner 
Koordinatenachse, so hat man statt (la), (2a), (3a) 


a,2—a,y = b,, (8) 
a,b, +a,b, = 0, (9) 
b,%+b,y=0. (10) 


Wenn die Nebenbedingung (2) in der Form (9) nicht von vornherein auf einen Wider- 
spruch fiihren soll, und (was selbstverstiindlich ist) a nicht der Nullvektor sein darf, 
so gibt es jetzt fiir die Lésbarkeit der Vektorgleichung (1) nur folgende drei Még- 
lichkeiten : 


Bitte + OY. a, + 0,. a, +0, 
b) a, + 0, a, + 0, a, = 0 [a in der (a, y)-Ebene], 


C) @y =a, = 0, a, + O (a in der z-Achse). 


Der Fall a ist véllig nach der Methode des behandelten allgemeinen Falles zu 
erledigen. 


Im Falle b mu man die beiden Unterfille unterscheiden, daB a, und a, einen 
groBten gemeinsamen Teiler s oder keinen gemeinsamen Teiler haben, daB also a 
ein s-zligiger oder ein einziigiger Vektor ist; man kann aber beide Unterfille in den 
Formeln 

A= SOKO Besa, (11) 


/ 


mit ganzen Zahlen a,’ und a,’ zusammenfassen, wenn man verabredet, daB fiir s = 1 
die Striche bei a,’ und a,’ weiterhin wegbleiben sollen. Dann mu nach (9) mit einer 
von Null verschiedenen positiven oder negativen Zahl ¢ 


b,=—td,—sia,, .b,=— —la,=—sita, (12) 

sein und also nach (8) und (11) wegen a, = 0 
af (13) 
woraus hervorgeht, daB ¢(+ 0) zudem eine ganze Zahl sein mu8, wenn z ganzzahlig 
sein soll. Dies zeigt nach (12) nur wieder, daB die Zugzahl s |t| des Vektors 6 gleich 
der Zugzahl s von a oder ein ganzes Vielfaches |t| von ihr sein mu8, wenn die Gl. (1) 
iiberhaupt ganze Lésungsvektoren r besitzen soll, und dann ist mit (13) ihre z-Kompo- 


nente gefunden. Ihre beiden anderen Komponenten folgen dann vollends aus (10) 
und (12) mit einer weiteren, offenbar ganzen Zahl n zu 


n / 
G= — 7 by = N4G,’, | 
7 (n jede ganze Zahl). (14) 
ae 57 Oe = 4,’, | 
Die Lésung (13), (14) [mit der durch (12) vorgeschriebenen ganzen Zahl t] stellt 
wieder eine einfache diophantische Menge von Lésungsvektoren r dar. 


Im Falle c kommt wegen a, = a, = 0 die Komponente z von r gar nicht mehr 
in den Gl. (8) bis (10) vor, und (9) ist von selbst befriedigt. Somit darf man fir z 
jede beliebige ganze Zahl wahlen: 


z—n  (n jede ganze Zahl). (15) 
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Weiter verlangt (8) (wegen a, = 0, a, + 0), daB mit einer ganzen Zahl p + 0 


by = pa, (16) 
sein muB, womit nach (8) 
eee ree: (17) 
gefunden ist. SchlieBlich verlangt (10) mit (16) und (17) 
pa, —byp=9 (18) 
oder wegen p + 0 mit einer ebenfalls ganzen Zahl q + 0 
b, =z, (19) 
womit nach (18) auch 
paeng (20) 


gefunden ist. Die Forderungen (16) und (19) besagen wiederum, daB die Zugzahl 
des Vektors 6 gleich der Zugzahl des Vektors a oder ein ganzes Vielfaches von ihr 
sein mu, wenn die Gl. (1) ganze Liésungsvektoren r besitzen soll, und diese bilden 
dann nach (15), (17) und (20) [mit den durch (16) und (19) vorgeschriebenen ganzen 
Zahlen p und q] auch hier eine einfache diophantische Menge. 

Verschwinden ferner zwei der drei Komponenten des Vektors 6, ist also (wieder 
ohne Einschrinkung) 5, + 0, b, = b, = 0, liegt der Vektor 6 somit in der 2-Achse, 
so mitissen a und r in der (y, z)-Ebene liegen, also a, = 0 und 

Baa (21) 
sein, natiirlich in EKinklang mit (9) und (10). Die Gl. (8) aber ist leicht zu deuten: 
Wenn a, und a, einen gemeinsamen Teiler s haben, der kein Teiler von 6b, ist, wenn 
also der Vektor a s-ziigig ist (s > 1), der Vektor 6 aber nicht s ¢-ztigig (t = 1, 2,...), 
so enthalt (8) einen Widerspruch und es gibt keinen ganzen Lésungsvektor r. Wenn 
hingegen a, und a, keinen gemeinsamen Teiler s haben, oder wenn ein etwaiger gemein- 
samer Teiler s von ihnen auch Teiler von b, ist, wenn also zu einem s-ziigigen Vektor a 
(s = 1, 2,...) ein st-ziigiger Vektor b (t = 1, 2,...) gehdrt, so besitzt die Gl. (8) 
eine einfache diophantische Menge von Losungspaaren (y, z), die wie im allgemeinen 
Falle zu finden sind, und also auch die Gl. (1) eine einfache diophantische Menge 
von Lésungsvektoren r. 

Zuletzt bleibt noch der Fall tibrig, daB 6 der Nullvektor ist. Jetzt hat (1) offen- 
bar stets die einfache diophantische Menge von Lésungsvektoren 


, je =~4 (n jede ganze Zahl, a s-ziigig). (22) 


Wir stellen noch fest, da die gefundenen einfachen diophantischen Mengen von 
Loésungen (2, y, z) jeweils eine Menge von aquidistanten Punkten auf einer Geraden 
darstellen, die zum Vektor a parallel verliiuft, und zwar simtliche ganzen Punkte 
auf dieser Geraden. Man erkennt dies aus den gefundenen Liésungsformeln ohne 
weiteres — iibrigens in Ubereinstimmung mit der Formel (1*); und offensichtlich 
kann man alle gefundenen diophantischen Lésungsvektoren r auch in der Form 
schreiben : % 

r=1r+-—a_ (n jede ganze Zahl, a s-ziigig), (23) 


wo v* irgendein ganzer Losungsvektor von (1) ist. 

Wir fassen die Ergebnisse in folgendem Satz> zusammen: 

Die Vektorgleichung [ar] = 6 mit ganzen Vektoren a und 6, die aufeinander 
senkrecht stehen (oder von denen 6 der Nullvektor ist), hat dann und nur dann eine 


* Dieser Satz 1aBt eine zahlentheoretische Deutung zu: Ebenso wie man ein Zahlendublett 
(x, y) als eine komplexe ,,Zahl‘‘ bezeichnet, wenn fiir es die Additions- und Multiplikationsgesetze 
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einfache diophantische Menge von Lésungsvektoren r, deren Endpunkte die simt- 
lichen aiquidistanten ganzen Punkte auf einer Geraden parallel zum Vektor a sind, 
wenn die Zugzahl des Vektors 6 gleich der des Vektors a oder ein ganzes Vielfaches 


von ihr ist (oder wenn 6 der Nullvektor ist). Andernfalls gibt es tiberhaupt keinen 
ganzen Lésungsvektor yr. 


IV. Die Gleichung ar = b. 
Die nachst einfache lineare zweistufige Vektorgleichung 
gia (24) 


hat die nichtabzahlbar zweifache unendliche Menge von Lésungsvektoren 


t= * a-+-[as] (8 beliebiger Vektor). (24*) 
Um die Frage zu beantworten, unter welchen Umstianden die Gl. (24) fiir ganze 
Vektoren a und ganze Zahlen b auch ganze Lésungsvektoren r besitzt, unter welchen 
Umstiinden also die Ebene senkrecht zum Vektor a durch den Endpunkt des Vektors 
(b/a?) a ganze Punkte enthalt, und wie man diese dann findet, kénnen wir wieder 
nicht von der allgemeinen Lésung (24*) ausgehen, sondern schreiben (24) in 
Komponentenform 

€,%+4,y +a,2=6 (25) 


oder nach Wegheben eines etwaigen gré8ten gemeinsamen Teilers s von a,, d,, a; 
und 6 

G, &-+ay Ya, 2= 0! (25a) 
mit 


, 


Bees. B65 — 80," 2 0,— 40/57 ad; 


wobei wieder fiir s = 1 die Striche wegbleiben sollen. 


Setzen wir zunichst 6 + 0 und also auch 6’ + 0 voraus und ebenso a,’ + 0, 
a,’ + 0, a,’ + 0, dann sind zwei Falle méglich. 


Besitzen erstens a,’, a,’, a,’ noch einen weiteren gemeinsamen Teiler ¢t > 1, so 
kann dieser kein Teiler von b’ sein (da ja s der groéBte gemeinsame Teiler von a@,, a,, a, 
und 6 sein sollte), und dann enthalt (25a) einen Widerspruch fiir ganzzahlige x, y, z. 
In diesem Fall gibt es iiberhaupt keinen ganzen Losungsvektor r der Gl. (24). 


Besitzen aber zweitens a,’, a,', a,’ keinen weiteren gemeinsamen Teiler, so k6nnen 
héchstens zwei von ihnen noch einen gemeinsamen groBten Teiler p haben, sagen 


entsprechend festgesetzt sind, und zwar als eine ganze komplexe Zahl, wenn x und y ganz 
sind, so kann man das Tripel (x, y, z) der Koordinaten jedes ganzen Gitterpunktes als eine ,,ganze 
Zahl“ in noch weiterem Sinne ansehen. In diesem Zahlensystem gelten die gleichen Additions- 
und Multiplikationsgesetze wie fiir die Addition und fir die vektorielle Muitiplikation der 
Komponenten der entsprechenden ganzen Vektoren. Wahrend es aber im System (Ring) der 
gewohnlichen ganzen Zahlen und ebenso im System der ganzen komplexen Zahlen solche gibt, 
die man, abgesehen von den trivialen Faktoren + 1 bzw. (+ 1, 0), (0, + 1), nicht in ein Produkt 
zweier Zahlen des Kérpers zerlegen kann und daher gewohnliche bzw. komplexe Primzahlen 
nennt, so laBt sich in dem System dieser ganzen Zahlentripel nach unserem Satze jede Zahl 
(b,, b,, 6), sogar die Einheiten (+ 1, 0,0), (0, + 1,0) und (0,0, +1), in zwei nichttriviale 
Faktoren zerspalten, von denen man den ersten Faktor (a,, @,, @,) sogar ganz willkirlich wablen 
darf, mit der einzigen Einschrankung, daB die Zugzahl des zugehorigen Vektors a ein Teiler der 
Zugzahl des zugehérigen Vektors 6 sein muB; es gibt dann jedesmal sogar abzihlbar einfach 
unendlich viele zweite Faktoren (x, y,z). Das System dieser Tripelzahlen enthalt also keine 
Primzahlen. Allerdings bilden diese primzahlfreien Zahlen weder einen Kérper noch einen Ring, 
da fiir ihre Multiplikation das assoziative Gesetz nicht gilt. 
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wir (ohne Einschrinkung der Allgemeinheit) a,’ und a,', wobei der Sonderfall p = 1 
natiirlich eingeschlossen ist. Dann setzen wir 


Ay = Pag", Ay = pay” 
und (nach einer Methode von C. G. J. Jacobi) 
as BO, YS (26) 
wo a@,’’ und a,’’ nun teilerfremd sind, und erhalten statt (25a) 
iY te puta/z=0d'. (27) 


Weil a,’ voraussetzungsgemi8 keinen Teiler > 1 mit p gemeinsam hat, so besitzt die 
diophantische Gl. (27) nach dem Bachetschen Fundamentalsatz eine einfache dio- 
phantische Menge von Liésungspaaren (wv, 2%m) (m jede ganze Zahl), die man in be- 
kannter Weise findet. Da aber auch a,’’ und a,’’ teilerfremd sind, so besitzt (26) 
fiir jeden gefundenen Wert w= u,, eine einfache diophantische Menge von ebenso 
zu findenden Lésungspaaren (mn; Ymn) (nv jede ganze Zahl). Im ganzen gibt das 
eine zweifache diophantische Menge von Lésungsvektoren 1, und zwar, wie man in 
Ubereinstimmung mit (24*) leicht erkennt, alle Vektoren vom Nullpunkt nach den 
simtlichen ganzen Punkten einer zum Vektor a senkrechten Ebene. 

Im ersten Falle ist a ein s t-ziigiger Vektor (¢ > 1), aber |b| weder gleich s¢ noch 
ein ganzes Vielfaches der Zugzahl s¢ des Vektors a (da ¢ kein Teiler von 6b’ und also 
auch keiner von b war). Im zweiten Falle ist a ein s-ztigiger Vektor, wobei auch s = 1 
sein kann, und |b| entweder gleich s oder ein ganzes Vielfaches der Zugzahl s von a. 

Nun verschwinde eine der drei Komponenten des Vektors a, es sei also (ohne Hin- 
schrankung) a, + 0, a, + 0, a, = 0 und immer noch }b + 0. Dann kommt z in (25) 
gar nicht mehr vor, kann also jede ganze Zahl sein: 


z=n (n jede ganze Zahl). (28) 


Haben jetzt a,’ und a,’ noch einen gemeinsamen Teiler, der nicht Teiler von 0’ ist, 
so geht die Zugzahl von a wieder nicht in b’ auf, und es gibt tiberhaupt keinen ganzen 
Lésungsvektor r. Haben aber a,’ und a,’ keinen gemeinsamen Teiler mehr, so geht 
die Zugzahl von a in 6 auf, und dann besitzt (25a) (mit a,’ = 0) eine einfache dio- 
phantische Menge von Lésungspaaren (x, y), und dies gibt zusammen mit (28) wieder 
eine zweifache diophantische Menge von Lésungsvektoren r. 

Verschwinden zwei Komponenten von a, ist also (ohne Einschrinkung) a, + 0, 
i, = a; = 0, so hat man 


y=m, 2=n (m, n jede ganze Zahl), (29) 
und gema (25a) muf mit einer ganzen Zahl p + 0 
b'== eae (30) 
und daher 
x= p (31) 


sein, wonach also die Zugzahl von a wieder in 6 aufgehen mu8, wenn anders die zwei- 
fache diophantische Menge (29), (31) existieren soll. 


Ist schlieBlich b = 0 und also auch b’ = 0, so sind mindestens zwei der drei 
zunichst als nicht verschwindend vorausgesetzten Zahlen a,’', a,', a,’ teilerfremd, 
sagen wir a,’ und a,’. Dann kann man fiir z jede ganze Zahl n wiihlen, und die 
GL. (25a) besitzt fiir jeden Wert z= eine einfache diophantische Menge von 
Losungspaaren (x, y), was im ganzen wieder eine zweifache diophantische Menge 
von Lésungsvektoren r ergibt, nimlich die simtlichen ganzen Punkte der zum Vektor a 
senkrechten (schon in Ziffer Il erwiihnten) Nullpunktsebene. 
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Verschwindet fiir 6 = 0 auch eine Komponente von a, etwa a,, so hat man 
nach (25a) die zweifache diophantische Menge von Loésungstripeln 


x=My,, y=—ma,', z=n (m, n jede ganze Zahl); (32) 
verschwinden zwei Komponenten von a, etwa a, und a,, so hat man offenbar die 
Losung 

«=0, y=m, z=n (m, m jede ganze Zahl). (33) 
Bezeichnet man mit r, die Gesamtheit der fiir b — 0 gefundenen ganzen Lésungs- 
vektoren (deren Endpunkte also die ganzen Punkte in der zum Vektor a senkrechten 


Nullpunktsebene sind) und mit r* irgendeinen ganzen Lésungsvektor fiir 6 + 0, so 
kann man die Lésungsvektoren von (24) in der Form 


raf" x, (34) 
schreiben, indem man von der in Ziffer II erwahnten Tatsache Gebrauch macht, 
daB die beiden Ebenen ar = 0 und ar = 6 (t laufender Vektor) zueinander homolog 
sind. : 

Wir bemerken noch, da8 man die ganzzahligen Lisungen im Falle b = 0 auch 
in der symmetrischen Gestalt 


“o— sie ee a 

Yo=aa te = < Any ; (1, m, mn jede ganze Zahl) (a s-ziigig) (35) 
m n 

Th ~3 Ge + 5 ou J 


darstellen kann, wie man durch Einsetzen in (25) mit b = 0 bestatigt, wobei dann 
allerdings jedes Lésungstripel (25, yo, 29) unendlich oft erscheint, wenn man /, m, n 
alle ganzen Zahlen durchlaufen la8t [weil die Losungsmenge nur zweifach diophantisch 
ist, in der Gestalt (35) aber drei unabhingige ganze Parameter enthialt]. 

Wir fassen die Ergebnisse in folgendem Satz zusammen: 

Die Vektorgleichung ar = 6 mit einem ganzen Vektor a und einer ganzen Zahl b 
hat dann und nur dann eine zweifache diophantische Menge von Lésungsvektoren r, 
deren Endpunkte die simtlichen ganzen Punkte einer zum Vektor a senkrechten Ebene 
sind, wenn die Zugzahl des Vektors a ein Teiler von b ist. Andernfalls gibt es tiber- 
haupt keinen ganzen Lésungsvektor r. 

Die Ergebnisse in Ziffer III und IV kann man als die diophantischen Grund- 
lésungen der linearen Vektorgleichungen bezeichnen. Wir werden sehen, da sich 
die diophantischen Lésungen der weiteren zwei- und mehrstufigen linearen Vektor- 
gleichungen auf diese Grundlésungen zuriickfiihren lassen. 


V. Systeme von linearen zweistufigen Vektorgleichungen. 
Ehe wir zu den Systemen von linearen zweistufigen Vektorgleichungen iibergehen, 


stellen wir fest, daB die einzige lineare zweistufige Vektorgleichung, die es auBer den 
beiden in Ziffer III und IV behandelten gibt, namlich die Gleichung 


far] + br =c, (36) 
worin wir a + 0 und b + 0 voraussetzen diirfen [da a = 0 auf die triviale einstufige 
Vektorgleichung und b = 0 auf die Grundgleichung (1) von Ziffer II zuriickfiihren 
wiirde], im Gegensatz zu der diophantischen Gleichung [ar] = 6 von Ziffer III stets 
eine eindeutige Lésung hat, namlich 


t=acR lee Lb¢ + [eal}, (36*) 
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wie man durch Einsetzen sofort bestatigt, und man iiberzeugt sich auch geometrisch 
fiir zwei beliebige Vektoren a und c ohne weiteres davon, daf die Gl. (36) den Vektor r 
eindeutig bestimmt und also keine diophantische Vektorgleichung ist. 

Wir wenden uns nun den linearen zweistufigen Systemen von Vektorgleichungen zu. 


1. Das System 


fath== 6, “ierl=0 (37) 
mit den notwendigen Nebenbedingungen 
a bs= 0, ep Oy nt tee bea (38) 
ist ebenfalls nicht diophantisch, sondern hat die eindeutige Loésung® 
“LD Di * 
= (37*) 


Allerdings mu8 man die Lésung (37*) fiir a >} = 0 anders darstellen. Falls némlich 
a? = 0 ist, also die Vektoren a und } aufeinander senkrecht stehen, so gibt es nur 
dann eine (endliche) Lésung r, wenn nach (37*) zugleich auch [6D] = 0 wird, das 
heiBt, wenn es eine Zahl p derart gibt, daB ) = pb ist. Dann ist aber die Losungs- 
form (37*) unbestimmt geworden. Weil jedoch mit ad = 0 nach der dritten Bedin- 
gung (38) auch bc = 0 ist, so wird [6 [ac]] =a (bc) —c (ab) = 0, wenn man noch 
auf die erste Bedingung (38) achtet. Somit erfordert die Existenz einer (endlichen) 
Lésung r, da mit einer weiteren Zahl g auch noch 6 = q [ac] sein mu. Mit den 
Zahlen p und qg aber schreibt sich fiir diesen Sonderfall a> = 0 die Lésung dann in 
der Form 

t= q(c— pa), (37**) 
wie man durch Einsetzen in (37) bestatigt. Man hat also auch in diesem Sonderfall 
einen eindeutigen Losungsvektor r. [Wir haben die Eindeutigkeit dieses Sonder- 
falles deswegen sorgfaltig nachgewiesen, weil wir spater an vielen Beispielen sehen 
werden, da eindeutige Losungen, die fiir bestimmte Wertebereiche der ,, Koeffizienten‘ 
unbestimmt werden, in der Regel zu diophantischen Losungen Veranlassung geben — 
was bei diesem Beispiel (37) noch nicht eintritt. ] 


2. Das System 


r= 6” “i =e (39) 
dagegen hat nichtabzahlbar einfach unendlich viele Losungen 
[3(da—be REE 
r=— 3 [ac] i (8 beliebiger Vektor). (39*) 


Dabei diirfen wir voraussetzen, daB die Vektoren a und ¢ nicht gleiche oder entgegen- 

gesetzte Richtungen haben, weil sonst [ac] = 0 und da = bc sein miiBte wad dann 

beide Gl. (39) identisch waren. Es ist also zu vermuten, da das System (39) fiir 

ganze Vektoren a und ¢ und ganze Zahlen b und d diophantische Lésungen besitzt. 
Um diese Vermutung zu bestiatigen, gehen wir von der Vektorformel 


[r [ac]] =a (cr) —c (ar) 
aus, die man wegen (39) und mit den neuen ganzen Vektoren 
W=[ac] +0, B=be—dase0 (40) 
in der Form 
(ey SS (41) 
schreiben kann, womit die diophantische Lésung des Systems (39) auf Ziffer III 
zuriickgefiihrt ist. Allerdings ist bis jetzt nur gezeigt, da jede Lésung des Systems (39) 
6 J. Spielrein: A. a. O. 


‘ 
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auch eine Lésung von (41) ist. Da® aber auch jede Lésung von (41) die beiden Gi. (39) 
befriedigt, stellt man durch eine kurze Rechnung fest, indem man die allgemeine 
Lésung von (41), die gemaB (1*) mit (40) die Form 
pa tM = he (Ole lacd] — da tacl)} +e [ac] 

hat, in die beiden Gl. (39) einsetzt. Demnach folgt aus dem SchluBsatz von Ziffer ITT: 
Falls die Zugzahl des Vektors $ gleich der Zugzahl des Vektors & oder ein ganzes 
Vielfaches von ihr ist, so besitzt? das System (39) eine einfache diophantische Menge 
von Lésungsvektoren r. Andernfalls existiert iiberhaupt kein ganzer Losungsvektor vt. 

Die einfache diophantische Menge der Gitterpunkte des Systems (39) ist, wenn 
sie existiert, der Durchschnitt der beiden zweifachen diophantischen Mengen der 
Gitterpunkte der beiden Hinzelgleichungen ar =) und cr=d. Aber die beiden 
diophantischen Mengen dieser Einzelgleichungen kénnen sehr wohl fiir sich existieren 
und brauchen darum noch keine diophantische Durchschnittsmenge zu besitzen, wie 
folgendes Beispiel zeigt: 


GQ = 2) tye dl, | ty = 0; .b = 2, 
Bessa Oya 2, Cee, & 0 2: 
Die ganzen Gitterpunkte fiir ar = 6 sind die Punkte 
nm, =2(l1—m), z=n (m,n jede ganze Zahl), 
diejenigen fiir cr =d sind die Punkte 
z=2m, y=l1—m, z2=n (m,n jede ganze Zahl). 


Sie haben offensichtlich keinen gemeinsamen Punkt, und in der Tat hat das simultane 
System beider Gleichungen nach (40) die Hilfsvektoren 2 und 8 mit den Komponenten 


eh eel Ae ee Ace fe Bias 2) 2 Bo, Deo 


und also nach dem SchluBsatz von Ziffer III keinen diophantischen Losungsvektor 1, 
da %{ ein dreiziigiger, 8 aber ein zweiztigiger Vektor ist. 


3. Das System 


for) =o ete (42) 
mit der fiir die Existenz einer Losung tiberhaupt notwendigen Nebenbedingung 
Gh =f) (43) 
hat fiir ac + 0 die eindeutige Lésung 
pedal 49 


und ist also fiir ac + 0 kein diophantisches System. 
Fiir 
ac=0 (44) 


dagegen, das heiBt fiir zwei zueinander senkrechte Vektoren a und c kann es gemaf3 (42*) 
iiberhaupt nur dann (endliche) Lésungen haben, wenn gleichzeitig zwischen den drei 
Vektoren a, 6 und ¢ noch die weitere Beziehung 


da=[cb] (45) 


?7 Dieses Kriterium fiir die Existenz von diophantischen Lésungsvektoren des Systems (39) 
ist natiirlich identisch mit den bekannten Bedingungen fiir die Existenz von diophantischen 
Lésungen des Systems der beiden gewéhnlichen Gleichungen, als welche sich (39) in Komponenten- 
form schreiben; vgl. den Satz 5 von S. 10 des in FuBnote 2 von S. 127 zitierten Berichtes von 
Th. Skolem (wo ein Druckfehler zu berichtigen ist: es muB dort heiBen ,,gleich einem gemein- 
samen Teiler“ statt ,,gleich dem gréBten gemeinsamen Teiler*). 
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besteht, die mit (43) und (44) offenbar vertriglich ist. Dann erkennt man aber sofort, 
daB jeder Lésungsvektor r der ersten Gl. (42) von selbst auch die zweite Gl. (42) 
befriedigt; denn weil fiir jeden solchen Vektor r nach der ersten Gl. (42) auch br = 0 
ist, so folgt aus (45) 

afar] = [lent] Sea), 


also wegen [ar] = 6 auch cr =d. Mithin ist nun das System (42) vdllig gleichwertig 
mit seiner ersten Gleichung, und damit ist die Frage der Existenz von diophantischen 
Lésungen des Systems (42) fiir ganze Vektoren a, 6, c und ganze Zahlen d, sowie das 
Berechnen solcher Liésungen fiir den Sonderfall (44), (45) auf Ziffer IIT zuriickgefiihrt: 
Wenn diophantische Lésungen existieren, so bilden sie eine einfache diophantische 
Menge. 


Wir haben hier die merkwiirdige Tatsache gefunden, daB ein System von Vektor- 
gleichungen, das im allgemeinen eine eindeutige Lésung hat, fiir besondere Werte- 
bereiche der ,,Koeffizienten‘‘ eine diophantische Menge von Lésungsvektoren r be- 
sitzen kann. Im folgenden werden wir dieser Erscheinung auch bei einzelnen Vektor- 
gleichungen begegnen, wenn sie von noch hoherer Stufe sind. 


4. Das System 


CL by, tt ands, Aeteay (46) 

hat fiir nichtkomplanare Vektoren a, c, e die eindeutige Losung 

1 
‘t=—Tpey {Oo [ce] +4 lea] + Flach}. (46*) 
Sind die Vektoren a, c, e jedoch komplanar, so mu wegen 
a[ce].—0 (47) 
zugleich auch 

b[ce] +-d[ea] +f[ac] =90 (48) 


sein, da das System (46) sonst titberhaupt keine (endliche) Lésung haben kann. Dann 
aber folgt aus der Identitat 


(a [ce])v = (ar) [ce] + (cr) [ea] + (er) [ac] 
zufolge (47) und der ersten beiden Gl. (46) 
b[ce] +d [ea] + (er) [ac] = 0 
oder durch Vergleich mit (48) er = f, also die dritte Gl. (46) — und offenbar allgemein, 
daB mit je zweien der Gl. (46) auch die dritte Gl. (46) erfiillt ist. Folglich ist fiir 
komplanare Vektoren a, c, e, die der Bedingung (48) gehorchen (widrigenfalls es iiber- 


haupt keine Liésung gabe), die diophantische Lésung des Systems (46) auf diejenige 
des Systems (39) zuriickgefiihrt. 


Die zweistufigen linearen Vektorgleichungen und Systeme von ihnen sind hiermit 
alle erledigt. 


VI. Lineare dreistufige Vektorgleichungen mit [a [6 r]]. 

Die Mannigfaltigkeit der dreistufigen linearen Vektorgleichungen ist so gro8, 
daB es ermitidend wiire, sie siimtlich zu behandeln. Wir beschriinken uns deshalb auf 
die, die hinsichtlich ihrer Lésungsmethode am wichtigsten erscheinen. Es ist dabei 
zweckmibig, sie nach der Form der dreistufigen Produkte einzuteilen, die den gesuchten 
Lésungsvektor r enthalten; wir beginnen mit dem Produkt [a [6 r]]. 

1. Die Vektorgleichung 


[a{br]] =c (49) 
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mit der fiir die Lésbarkeit notwendigen Nebenbedingung 


ac=0 (50) 
hat die allgemeine Lisung : 


t=——— +b (« beliebige Zahl), (49*) 


welche erwarten liBt, da® fiir ab + 0 zu ganzen Vektoren a, 6, c eine einfache, fiir 
ab = 0 dagegen eine zweifache diophantische Menge von Losungsvektoren r existieren 
kann. Dies wollen wir nun bestiitigen. 
Wenn zunichst c + 0 ist, so spaltet man (49) auf in die beiden Gleichungen 
tothe, onf{br)=t. (51) 
Falls die Zugzahl von ¢ nicht gleich derjenigen von a oder ein ganzes Vielfaches von 
ihr ist, so hat die erste Gl. (51) nach dem Schlufsatz von Ziffer ITI fiir ganze Vektoren a 
und ¢ keinen ganzen Liésungsvektor r und also fiir ganze Vektoren 6 auch die Gl. (49) 
keinen solchen r, da nach der zweiten Gl. (51) fiir ganze Vektoren 6 und r auch ¢ ein 
ganzer Vektor sein mu. Ist jedoch die Zugzahl von ¢ gleich derjenigen von a oder 
ein ganzes Vielfaches von ihr, so hat die Gleichung [ar] —c eine einfache dio- 
phantische Menge von Lésungsvektoren r, deren Endpunkte auf einer Geraden parallel 
zum Vektor a liegen. Jetzt miissen wir zwei Falle unterscheiden. 


a) Wenn ab + 0 ist, das hei®t wenn die Vektoren a und 6 nicht zueinander senk- 
recht sind, so folgt aus der Umformung 


[a (6 r]] = 6 (ar) —r(ab) =c (52) 


von (49), daB der gesuchte Losungsvektor r komplanar ist mit den Vektoren 6 und c. 
Diese definieren eine Ebene, da sie wegen (50) nicht auf der gleichen Nullpunkts- 
geraden liegen k6nnen (sonst wiirde aus ac = 0 die soeben ausgeschlossene Gleichung 
a 6 = 0 folgen), und diese Ebene (die auch den Vektor r enthalt) steht wegen ab + 0 
nicht auf dem Vektor a senkrecht. Folglich ist jetzt sichergestellt, da der Vektor 
r = [br] nicht auf der Nullpunktsgeraden des Vektors a liegt, was die erste Gl. (51) 
wegen c + 0 verbieten wiirde. 


Damit ist aber die Lésbarkeit des Systems (51) [und also auch der Ausgangs- 
gleichung (49)] noch lange nicht gesichert. Dazu ist vielmehr erstens erforderlich, 
daB der Vektor r auf dem Vektor 6 — wegen der zweiten Gl. (51) — senkrecht steht, 
das heiBt daB& die einfache diophantische Menge der Lésungen rt von [ar] =c und 
die zweifache diophantische Menge der ganzen Vektoren in der zum Vektor 6 senk- 
rechten Nullpunktsebene einen gemeinsamen Vektor r (als Durchschnitt dieser beiden 
Mengen) besitzen. Weil die Endpunkte aller Vektoren r auf einer Geraden parallel 
zum Vektor a liegen, die wegen a6 + 0 nicht senkrecht zu 6 und also nicht parallel 
zur Nullpunkts-Normalebene von 6 liuft, so gibt es einen und nur einen Schnittpunkt 
jener Geraden und dieser Ebene und also héchstens einen ganzen Vektor r senkrecht 
zu 6. DaB der Schnittpunkt aber keineswegs stets ein ganzer Gitterpunkt sein muB, 
kann man an einfachen Beispielen leicht erkennen. 


Fiir die Lésbarkeit der zweiten Gl. (51) ist nun aber zweitens zudem erforder- 
lich, daB die Zugzahl des etwa existierenden Vektors r gleich der Zugzahl des Vektors 6 
oder ein ganzes Vielfaches von ihr ist. Erst wenn auch dies noch zutrifft, besitzt die 
zweite Gl. (51) ganze Liésungsvektoren r, und diese stellen dann die (nach Zitfer ITT) 
einfache diophantische Menge der Lésungsvektoren r von (49) dar, und offenbar liegen 
deren Endpunkte auf einer Geraden parallel zum Vektor 6. Wenn die beiden aufge- 
zahlten Bedingungen fiir keinen Vektor r zutreffen, so hat die Gl. (49) keinen ganzen 


Lésungsvektor. 
10* 
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b) Wenn nun aber ab = 0 ist, das heift wenn die Vektoren a und zueinander 
senkrecht stehen, so folgt aus (52), da mit einer ganzen Zahl p + 0 


c= pb (53) 
sein mu8 und folglich 
ar =p. _ (54) 


Diese Gleichung ersetzt jetzt die Ausgangsgleichung (49) vollstandig und ist nach 
Ziffer IV weiterzubehandeln. Man erhalt also im Falle a6 = 0 dann und nur dann 
eine zweifache diophantische Menge von Lésungsvektoren r, deren Endpunkte die 
simtlichen ganzen Gitterpunkte der Nullpunktsebene senkrecht_ zum Vektor a sind, 
wenn erstens eine Beziehung von der Form (53) zwischen 6 und ¢ besteht, und wenn 
zweitens gemi dem SchluBergebnis von Ziffer IV die Zahl p gleich der Zugzahl des 
Vektors a oder ein ganzes Vielfaches von ihr ist. 


Jetzt bleibt noch der Sonderfall c = 0 tibrig. Hier hat man einmal den Null- 
vektor r = 0 als Losung. Ist aber r + 0, so muB zufolge (49) a senkrecht zu 6 stehen, 
und dann geht (52) tiber in 

ti; (55) 


was auch schon aus (53) und (54) mit p = 0 folgt, und dies besagt nach Ziffer IV, 
daB fiir c = 0 mit der notwendigen Lésungsbedingung a 6 = 0 die Gl. (49) die zwei- 
fache diophantische Menge aller ganzen Vektoren der Nullpunktsebene senkrecht 
zum Vektor a als Lésungsvektoren r besitzt, und zwar unabhangig von der GréBe 
der Vektoren a und 6. Fiir c= 0 und ab + 0 gibt es auBer dem Nullvektor keine 
Lésung. 


2. Die Gleichung 
[a [6r}] + cr=d, (56) 
worin wir nun c + 0 voraussetzen diirfen, hat zunichst fiir ) + 0 und c+ ab die 
eindeutige Losung 
c¢d— b(ad) 
~~ ¢(e—ab) 
wie man leicht nachpriifen kann. 


, (56*) 


Fir cab kann (56) nur dann eine (endliche) Lésung haben, wenn zugleich 
cd) = b(abd) ist, wofitir man wegen c = ab(+ 0) auch 


ad =e 
CI ; b (57) 
schreiben kann, und dann geht (56) wegen 
[a (6 r]] =b (ar) —r(ab) =b (ar) —er (58) 
mit (57) tiber in 
poh. x. 5 
Sere (59) 


und hat also fiir ganze Vektoren a nach Ziffer IV eine zweifache diophantische Menge 
von Lésungsvektoren r, wenn ad/ab eine ganze Zahl ist, und zwar gleich der Zug- 
zahl des Vektors a oder ein ganzes Vielfaches von ihr. 

Fir ) = 0 und c + a 6 1éBt (56) gema® (56*) nur den Nullvektor r = 0 als Lésung 
zu. Ist aber cab, so geht (56) zufolge (58) iiber in 


ave 0, (60) 
so daf} jetzt gemafs Ziffer IV fiir ganze Vektoren a die siimtlichen ganzen Vektoren 
in der zum Vektor a senkrechten Nullpunktsebene die Lésungsvektoren r sind. 
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VII. Lineare dreistufige Vektorgleichungen mit a [61] oder a (br). 


Man kann alle dreistufigen linearen Vektorgleichungen mit Produkten a [br] auf 
die Gestalt 


afor] +cr=d (61) 
bringen und dies umformen in 
Wi=d mit W=—[ab] +o, (62) 
womit ihre diophantischen Lésungen fiir ganze Vektoren a, 6, ¢ und ganze Zahlen d 
auf Ziffer IV zuriickgefiihrt sind. 
Von den linearen Gleichungen mit Produkten a (61) behandeln wir wenigstens 
drei Typen. 


1. Die Gleichung 
a(br) +er=b, (63) 
worin wir nun ¢ + 0 voraussetzen diirfen, hat zunichst fiir ) + 0 und ¢c + — ab die 


eindeutige Losung 


Ee bd 
pa sat ao 


wie leicht nachzupriifen ist. 

Fir c = — ab kann (63) nur dann eine (endliche) Lésung haben, wenn zugleich 
56d) = 0 ist, wenn also 6 auf ) senkrecht steht, und dann geht die Gleichung wegen 
a(br) +cr=—a(br) —r (ab) = [6 [ar]] 

liber in 

[6 [ar]] = 0d, (64) 
womit ihre diophantische Lésung fiir ganze Vektoren a, 6, ) und ganze Zahlen c auf 
Ziffer VI, Nr. 1, zuriickgefiihrt ist. 

Fiir ) = 0 und c + — ab JaBt (63) gemaB (63*) nur den Nullvektor r = 0 als 
Lésung zu. Ist aber c = — ab, so geht (63) iiber in [b [a r]] = 0, und dies verlangt 
a6 = 0, womit also auch c = 0 wird und die Gl. (63) in br = 0 ausartet (Ziffer IV). 

2. Die Gleichung 

a(br)+[cr] =d (65) 
hat zunachst fiir ) + 0, ac +0 und bc + 0 die eindeutige Lésung 


J 


=o vcd —d [ab] c — (be) [ad]}, (65*) 


wie man leicht nachpriift. 
Fiir ac = 0, bc+ 0 muB zufolge (65*) 


(cb —d[ab])c — (bc) [ad] = 0 (66) 
sein, wenn es iiberhaupt eine (endliche) Losung geben soll, und dies hat zur Folge, 


daB dann der Vektor ¢ nicht nur auf a, sondern auch auf ) senkrecht stehen, also mit 
ac = 0 zugleich auch cd = 0 sein muB. Somit nimmt (66) die einfachere Form 

(6 [a d])c = (6c) [ad] (67) 
an. Jetzt miissen wir zwei Falle unterscheiden. 

Ist erstens [ad] +0, so kann die Bedingung (67) nur erfillt sein, wenn der 
Vektor c [den wir von Null verschieden ansehen diirfen, da sonst (65) auf Ziffer IV 
zuriickgefiihrt ware] die gleiche oder die entgegengesetzte Richtung wie der Vektor 
[abd] hat, wenn also mit zwei teilerfremden ganzen Zahlen h + 0 und k + 0 


c= [ad] (68) 
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wird, falls wir von nun an wieder alle Vektoren als ganz voraussetzen. In der Tat 
macht (68) die Bedingung (67) zu einer Identitaét. Fiihrt man den Vektor c (68) in (65) 
ein, so kommt 


({kb —hod}r)a = (k — fh (ar))d, 
und dies zerfallt wegen [ad] + 0 in das System 


hilarhsk, -er = 0>. anit. 665 — La, (69) 
das die Form (39): hat und also gema® (40) mit 
While, . Y= ve (70) 


auf die Gl. (41) [Mr] = 8 mit der nach (70) offenkundig erfiillten Lésbarkeitsbedin- 
gung U8 = 0 zuriickgefiihrt ist und daher gemaf® Ziffer III diophantisch weiter- 
behandelt werden kann, falls die Zugzahl von $ gleich derjenigen von %{ oder ein 
ganzes Vielfaches von ihr ist. 

Wenn aber zweitens [ad] = 0 ist, so wird die Bedingung (67) von vornherein 
identisch erfillt, und dann muf8 mit einer rationalen Zahl p’ 


d= pa (71) 
sein. Es ist jetzt zweckmaBig, die Vektoren a, b, c und [ab], soweit sie etwa mehr- 


ziigig sind, in ihren entsprechenden einziigigen Vektoren a’, b’, c’ und [a’ b’]’ mittels 
ihrer Zugzahlen auszudricken: 


a 6a 1 be! SOS aes 1 ee (72) 
wobei tibrigens v keineswegs gleich 1 sein muB*. Dann geht (71) mit p = p’s tiber in 
D=—pda', (73) 


so daB also p eine ganze Zahl sein mu, namlich die Zugzahl des Vektors dD, und aus (65) 
wird 

w[e'r] = (p — stb’r)a’. 
Da nach dem Schluf&satz von Ziffer III die Zugzahl (p — stb’ r) des rechten Vektors 
gleich der Zugzahl wu des Vektors c= we’ oder ein ganzes Vielfaches von ihr sein 
mu, wenn tiberhaupt ganze Losungsvektoren r existieren sollen, so mu8 mit einer 
noch unbekannten ganzen Zahl m 


[e’ r| tl //) ows bh’ vr = pepe Sas (74) 


st 
sein, womit unsere Vektorgleichung (65) in ein System von der Form (42) zerspalten ist. 


Wenn es keine ganze Zahl m gibt, die die rechte Seite der zweiten Gl. (74) zu einer 
ganzen Zahl macht, so hat die Gl. (65) keinen ganzen Lésungsvektor r. Wenn es 
dagegen mindestens eine solche Zahl m, gibt, so gibt es auch eine einfache diophantische 
Menge solcher Zahlen, nimlich offenbar die Zahlen 


Mn = My +n a (n alle ganzen Zahlen, fiir welche oe ganz ist). (75) 


Weil dann die Bedingung ac = s wa’ c’ = 0 fiir die Lésbarkeit der ersten GI. (74) 
und die Bedingung bc = tub’ c’ + 0 fiir die Giiltigkeit der Formel (42*) erfiillt sind, 
so besitzt das System (74) fiir jeden zulissigen Wert von m =m, die eindeutige 
Losung 

1 f P—MyU 


eS Ea ape c+ m, v [a’ oy}, (76) 
wobei wegen ac = 0, aber bc + 0 auch [ab] + 0 und also auch [a’b’]’ + 0 ist. 


8 S. FuBnote 4 von S. 130. 
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Obwohl a’, 6’, c’ ganze Vektoren sind, so wird doch die rechte Seite von (76) nicht 
ohne weiteres auch ein ganzer Vektor sein. Wir haben nun noch zu untersuchen, 
wann dieses wirklich eintritt. 

Falls die Summe zweier einziigiger Vektoren & und % ein /-ziigiger Vektor © ist, 
so ist schon die Summe der nichtganzen Vektoren %/1 und G/l ein ganzer Vektor, 
namlich ©/J, und noch allgemeiner die Summe 


(+ at 91} YW + (+ + 92) B {1=0,1,2,...1—1; 91,9, ganze Zahlen}, 


und man macht sich leicht klar, da dies die einzigen ganzen Vektoren von der Form 
«t+ 6B sind. Demnach miissen wir gema8® (76) fordern, daB 

P— My U a My a 

sth’ c’ ey: I, b’ c’ ee eis (77) 
wird, wo 1 die Zugzahl des Vektors c’ + [a’b’]’ und ¢ die eine oder andere der 
Zahlen 0, 1, 2,...1 — 1 ist, und wobei g, und g, ganze Zahlen sind. Aus diesen beiden 
Gleichungen folgt, wenn man mit einem etwaigen gréBten gemeinsamen Teiler 
der beiden Zahlen uw und stv die hiernach teilerfremden Zahlen wu’ und (stv)! durch 
die Festsetzungen u=rwu’ und stv=r(stv)’ einfihrt, 


, t z b a t y’ } , , ae 
‘i (stv)'g, +w'g.=9 mit g®= pee ; (u’ + (stv)’) (78) 
un nur 
Ny = v (+ a 92}. (79) 


Die Gl. (78) ist dann und nur dann diophantisch und hat also wegen ihrer teiler- 
fremden Koeffizienten (s¢v)’ und uw’ dann und nur dann eine einfache diophantische 
Menge von ganzen Lésungspaaren (g,, g.), wenn es unter den Zahlen 7 = 0, 1, 
2,...l—1 solche gibt, die zusammen mit den hier vorgeschriebenen Zahlen 7, s, 
t, wu’, (st v)’ und 6’ c’ sowie der Zugzahl / des Vektors c’ + [a’ 6’]’ die rechte Seite g 
von (78) zu einer ganzen Zahl werden lassen. Zu jeder derartigen Zahl 7 existiert 
dann eine einfache diophantische Menge von ganzen Vektoren (76) oder einfacher 


eschrieben : f ; 
: t=(F +9.) + (7 +9) fo’. (80) 

Diese Vektoren r sind aber nur dann die diophantischen Lésungsvektoren von (65), 
wenn die Zahl m,, (79) mit g. = g, eine ganze Zahl ist und zudem zu den ganzen 
Zahlen (75) gehért. [Man iiberzeugt sich an Hand von (74) leicht davon, da andern- 
falls die ganzen Vektoren r (76) die Ausgangsgleichung (65) im allgemeinen nur fiir 
nicht ganze Vektoren 6 befriedigen wiirden.] Jedenfalls wird man fiir diesen Sonder- 
fall ac =cd = 0, bc + O nur selten auf diophantische Losungen stoBen; man kann 
aber recht wohl Beispiele angeben, bei denen diophantische Lésungen wirklich vor- 
kommen. 

Wenn weiter immer noch ) + 0, nun aber ac + 0, jedoch bc = 0 ist, so muf 
nach (65*) 

cb—bd[ab] = 0 (81) 

sein, der Vektor } also auf dem Vektor c — [ab] senkrecht stehen. Jetzt zerspaltet 
man (65) mit einer ganzen Zahl q in das System 


[cr]=d—qa, br=q, (82) 
das wieder die Form (42) hat. Unsere jetzige Voraussetzung 6 c = 0 ist identisch mit 


der friiheren Voraussetzung (44), und somit mu8 die frithere Lésbarkeitsbedingung (45) 
erfiillt sein, welche in unsere jetzigen Bezeichnungen umgeschrieben 


[6d] =q(c—[ab]) oder auch gce=[b(d}—gqa)] (83) 
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lautet. Die erste Form von (83) zeigt, daB diese Lésbarkeitsbedingung mit der 
als notwendig gefundenen Bedingung (81) vertraglich ist. Die zweite Form von (83) 
zeigt, daB dann der Vektor c auf dem Vektor ) — ga senkrecht steht, wie es fiir die 
Losbarkeit der ersten Gl. (82) zutreffen muBf. 


Es kann jetzt also fiir ac + 0, 6c = 0 nur dann ganze Lésungen r geben, wenn 
die Forderung (81) erfiillt ist, und wenn eine ganze Zahl q existiert, die der Be- 
dingung (83) geniigt, und dann ist nach Ziffer V, Nr. 3 das System (82) und damit 
auch unsere Ausgangsgleichung (65) gleichwertig mit der ersten Gl. (82) allein. Nach 
dem Schlu8satz von Ziffer III gibt es also eine einfache diophantische Menge von 
Losungsvektoren t in diesem Falle dann und nur dann, wenn die Zugzahl des 
Vektors ) — qa gleich derjenigen von, c oder ein ganzes Vielfaches von ihr ist. 


Wenn, immer noch fiir ) + 0, sowohl ac = 0 als auch bc = O ist, so muB nach 
der ersten Gl. (82) ¢> = 0 sein, und daher miissen nun die drei Vektoren a, 6 und 0 
in einer Ebene (senkrecht zum Vektor c) liegen, so daf& dann (81) von selbst erfiillt 
ist. Es gilt also auch hier die Lésbarkeitsbedingung (83), die die zweite Gl. (82) tiber- 
fliissig macht und die diophantische Lésung von (65) auf die erste Gl. (82) zuriickfiihrt 
(Ziffer IIT). 


Wir erwahnen hierbei noch zwei besondere Falle: 
a) Ist [ad] = 0, so gilt (71), und also wird aus der ersten Gl. (82) einfach 


[cr] = (p’ — q)a. (84) 
b) Ist [6d] = 0, so hat man zwei Unterfalle zu betrachten. Wenn erstens 
c + [ab] ist, so folgt aus (83) der Wert ¢=0, so dai die diophantische Losung 


gemaB (82) auf die eine Gleichung 
(erp) (85) 


zurickgeftihrt ist. Wenn aber zweitens c = [ab] ist (was wegen ac = bc = 0 durch- 
aus zutreffen kann), so bleibt nach (83) die ganze Zahl g zunichst noch unbestimmt. 
Jetzt ist die ganze Zahl q nur noch an die Forderung gebunden, da wegen der ersten 
Gl. (82) die Zugzahl des Vektors ) — qa gleich derjenigen des Vektors c oder ein ganzes 
Vielfaches von ihr sein mu’, wenn diophantische Lésungen existieren sollen, und 
hier hat man nun wieder zwei wesentlich verschiedene Méglichkeiten. 


Wenn es keine ganze Zahl q gibt, die die genannte Forderung erfiillt — und man 
kann leicht Zahlenbeispiele hierfiir angeben —, so existiert keine diophantische Lésung. 
Wenn es aber eine ganze Zahl q, gibt derart, daB die Zugzahl des Vektors ) — qya 
gleich der Zugzahl u des Vektors ¢ oder das kleinstmégliche ganze Vielfache von 
ihr ist, so gibt es damit auch eine einfache diophantische Menge erlaubter ganzer 
Zahlen g, néimlich 


Gu=U +n = (n jede ganze Zahl), (86) 


wobei r der gréBte gemeinsame Teiler der Zugzahlen s und uw der Vektoren a und ¢ 
ist. Denn falls der Vektor ) — g, a die Zugzahl uw oder das kleinstmégliche ganze Viel- 
fache von ihr besitzt, so hat auch der Vektor 


a Uu 
D> Gat =D —Qod— na 


die Zugzahl w oder ein ganzes Vielfaches von ihr. Und da die erste Gl. (82) ja fiir 
jeden solchen Vektor ) — q, a eine einfache diophantische Menge von Lésungen zu- 
laBt, so besitzt die Ausgangsgleichung (65) in diesem Falle sogar eine zweifache dio- 
phantische Menge von Lésungsvektoren. 
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Wenn endlich ) = 0 ist, so hat die Gl. (65) die einfache diophantische Menge 
von Loésungsvektoren 


MS “ {(c? + b[ac])c — (bc)[ac]}  (n jede ganze Zahl), (87) 


wie man durch Einsetzen nachpriifen kann. Dabei ist 7 der gréBte gemeinsame Teiler 
der beiden Zahlen (c? + 6 [ac]) s und (6c) ¢, falls ¢ ein s-ziigiger und [ac] ein ¢-ziigiger 
Vektor ist. Und natiirlich muB8 mit ) = 0 nach (65) zugleich ac = 0 sein, da es sonst 
uberhaupt keine Lésung geben kann. 
3. Die Gleichung 

a(br) +c (dr) =e (88) 
fordert, da die drei Vektoren a, ¢ und e komplanar sind, da die Gleichung sonst einen 
Widerspruch darstellen wiirde. Dann aber sind die Zahlenfaktoren / und g eindeutig 


bekannt, mit denen man a und ¢ multiplizieren muB, damit fa + gc =e wird, und 
somit ist mit 


bref deg (89) 


die diophantische Lésung von (88) auf Ziffer V, Nr. 2 zuriickgefiihrt, falls f und g 
ganze Zahlen sind. 


VIU. Lineare vierstufige Vektorgleichungen. 


Die vierstufigen linearen Vektorgleichungen kann man in vielen Fallen auf solche 
von kleinerer Stufenzahl zuriickfiihren, wie die folgenden Beispiele zeigen. 


1. Die Gleichung 


[a (6 (er}]) =d (90) 
wird durch die Zerspaltung in die beiden Gleichungen 
farJ=d, [bicr]]=t (91) 


auf die Lésungsmethoden von Ziffer III und Ziffer VI, Nr. 1 zuriickverwiesen. 
2. Die Gleichung 
. a[b[cr]] =d (92) 
kann nach einer wenig bekannten Vektorformel auch in der Gestalt 
Arad mit W=[e(bal] (93) 
geschrieben werden und ist also durch Ziffer IV erledigt. 


3. Die Gleichung 
a[b(cr]] tor =e (94) 
endlich kann ebenso in der Gestalt 
Hr=ee mit 5S —{celbal)-+d (95) 
auf Ziffer IV zuriickgefiihrt werden. 
Ahbnlich kann man bei vielen linearen héherstufigen Vektorgleichungen verfahren. 


IX. Verallgemeinerungen. 
Man kénnte daran denken, statt des kubischen Punktgitters andere regulire 


9 {ber den Unterschied zwischen reguléren Punktgittern und regularen Punktsystemen 
sehe man etwa D. Hilbert und 8. Cohn- Vossen: Anschauliche Geometrie, 8S. 50f. Berlin. 1932. 
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dann als ganze Vektoren in allgemeinerem Sinne solche zu bezeichnen, die von einem 
als Nullpunkt gewihlten Gitter- oder Systempunkt zu den anderen Punkten des 
Gitters oder des Systems hinfiihren. Als Beispiele seien genannt: das Rhomboeder- 
gitter, dessen Punkte die Eckpunkte nicht von Wiirfeln, sondern von regularen 
Rhomboedern!® sind; kubische Gitter, bei denen aber nur die Punkte mit lauter 
geradzahligen Koordinaten mitzihlen oder nur die Punkte mit lauter ungeradzahligen 
Koordinaten oder nur die Punkte, deren Koordinaten eine gerade Quersumme haben, 
oder nur die Punkté, deren Koordinaten eine ungerade Quersumme haben (Beispiel: 
das Natrium- und das Chlorgitter im Kochsalzkristall, wenn der Nullpunkt in einem 
Natriumatom liegt); ferner orthogonale Gitter, die in ein kubisches Gitter schrag 
eingebettet sind und in verschiedenen Richtungen verschiedene Seitenlangen haben, 
sog. orthotrope Gitter; schlieBlich regulire Punktsysteme, die sich nicht als regulare 
Gitter (also nicht als Gitter, deren simtliche Punkte die Eckpunkte von Parallel- 
epipeden ohne innere Punkte sind) darstellen lassen (Beispiel: das System des Diamant- 
kristalles). 


Ob ein solches regulires Punktgitter oder Punktsystem fiir den vorliegenden 
Zweck brauchbar ist, hingt davon ab, ob es die (wie wir sagen wollen) multiplikative 
Eigenschaft hat, da8 das vektorielle Produkt zweier in ihm als ganz definierter 
Vektoren jedesmal ebenfalls ein ganzer Vektor in dem Gitter oder System ist. Man 
erkennt durch eine einfache Rechnung, daB das Rhomboedergitter diese multiplikative 
Higenschaft nicht besitzt und also einer diophantischen Theorie von der im vorher- 
gehenden entwickelten Form nicht zuganglich ist, wohl aber die orthotropen Gitter, 
wie wir jetzt zum Schlu8 noch zeigen wollen. 


Man kann ein orthotropes Gitter dadurch aus dem kubischen Gitter erzeugen, 
da8 man drei (im kubischen Gitter) ganze einztigige Grundvektoren q,, go, g3, die ein 
orthogonales Tripel bilden, auswahlt und dann die Punkte des kubischen Gitters, 
die die Eckpunkte aller Vektoren 


A=4,9, +G,g. +4393  (A1, G,a, Jede ganze Zahl) (96) 


sind, als Punkte des orthotropen Gitters definiert und also alle Vektoren von der 
Form (96) als ganze Vektoren in diesem orthotropen Gitter ansieht. Als Beispiel 
fiihren wir die drei einziigigen und offenbar ein orthogonales Tripel bildenden Grund- 
vektoren g, (2, 1,1), gs (— 1,1, 1), g3 (0, — 1, 1) an (dargestellt durch ihre Kompo- 
nenten im kubischen Gitter). Das vektorielle Produkt des Vektors a (96) mit einem 
zweiten ganzen Vektor dieses orthotropen Gitters 


T=29,+YG2+293 (x, y,2 ganze Zahlen) (97) 


ist in der Tat ebenfalls ein ganzer Vektor 6 in diesem orthotropen Gitter, nimlich 


b= [ar] = 6,9, + be ge + 3 Q5 ati 


mit den (wie man leicht ausrechnet) ganzzahligen ,,Komponenten“ 
by =A,2—a3y, bey=2(a;x—ay,z), bs =3(a,y—Aag2). 


Man kann somit die diophantische Grundaufgabe von Ziffer III ohne weiteres an- 
wenden, wenn man dort a@,, @,, @,; by, b,, 6, der Reihe nach ersetzt durch 55 Bay loss 


i 1 Ree 
61,9 52, 3 63, So daB also die im SchluBsatz von Ziffer III ausgesprochene Bedingung 


a 9 : ‘ ‘ : z 
Als regulires Rhomboeder wird hier ein Kérper bezeichnet, der aus einem regulairen 


Oktaeder dadurch entsteht, dai auf zwei gegeniiberliegenden Flachen je ein regulares Tetraeder 
biindig aufgesetzt wird. 
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fiir die diophantische Lésbarkeit der Vektorgleichung [ar] = 6 in unserem ortho- 
tropen Gitter (mit den Grundvektoren g,, qo, q3) sich dahin erweitert, da die 
,,.<omponente“ 6, den Teiler 2, die , .omponente” 6, den Teiler 3 haben mu, und 
dafi zudem ein etwaiger gréBter gemeinsamer Teiler s der drei , Komponenten ay, 
ve, sein mub. 
Ks gilt nun aber, weit tiber dieses Beispiel hinaus, der allgemeine Satz: 


: : : ; 1 
a, ad; auch ein gemeinsamer Teiler der drei ganzen Zahlen b,, 3 6 


Jedes orthotrope Gitter, das von drei einziigigen, zueinander orthogonalen Grund- 
vektoren Q,, Jz, J; erzeugt ist, besitzt die multiplikative Eigenschaft und laBt die An- 
wendung der vorstehenden diophantischen Lésungsmethoden zu. 


Um dies zu beweisen, bemerken wir zunichst, daB man zu jedem einziigigen Grund- 
vektor g, gema® Ziffer IV eine (offenbar einfache) diophantische Menge von zu ihm 
orthogonalen einziigigen Vektoren finden kann, unter denen wir einen beliebigen als 
zweiten einziigigen Grundvektor gq, auswiihlen. Aus g, und g, entsteht dann der dritte 
einzligige Grundvektor 


1 
§s =~ [91 Gel, (99) 


wenn s die Zugzahl des Vektorprodukts [g,9.] ist, welches auch bei einziigigen 
Faktoren g, und g, recht wohl mehrztigig sein kann. 


Nun folgt aus (99) wegen g, g. = 0 


[go 93] = ae $i, [9391] = a Ge, [9192] =$Qs, (100) 


und da das vektorielle Produkt zweier (im kubischen Gitter) ganzer Vektoren stets 
wieder ein ganzer Vektor (im kubischen Gitter) ist, so sind g,?/s und q,?/s stets ganze 
Zahlen, wie die drei orthogonalen einziigigen Grundvektoren g,, g, und g; auch ge- 
wahlt sein mégen. Dann hat das vektorielle Produkt 6 (98) der beiden (im ortho- 
tropen Gitter) ganzen Vektoren a (96) und r (97) zufolge (100) die ,,komponenten“ 


2 2 
b, = “2 (a,2—a,y), bg = (a;¢—02), bs =8(4,y—4,0), (101) 


und dies sind also lauter ganze Zahlen: der Produktvektor 6 ist im orthotropen Gitter 
(G1; G2 G3) in der Tat ein ganzer Vektor. 

Fiir die diophantische Lésbarkeit der Vektorgleichung [ar] = 6 miissen nun die 
drei Zahlen s 6,/g,2, s 6,/g,2 und b,/s ganze Zahlen sein und zudem einen etwaigen 
gréBten gemeinsamen Teiler von a,, a, a; ebenfalls zum gemeinsamen Teiler haben. 


Das skalare Produkt bietet keine Schwierigkeiten, und die friihere Grund- 
gleichung (24) von Ziffer [V ist im orthotropen Gitter (g,, g2, 93) in der Form 


Ay G17 & + dg Go” ¥ + 43 G37 2 = b (102) 


anzuwenden, also nach dem Verfahren von Ziffer IV mit a, 9,", @: Qo”, 43 93° statt 
Ay, My, a, weiterzubehandeln. Die im SchluBergebnis von Ziffer IV ausgesprochene 
Bedingung fiir die diophantische Lésbarkeit der Vektorgleichung ar = 6 ist jetzt 
dahin zu erweitern, da ein etwaiger groBter gemeinsamer Teiler der drei Zahlen 
41922, G2 Go, 4393" ein Teiler von 6 sein mub. 


Die Frage, ob es auch regulire, aber nicht gitterférmige Punktsysteme mit der 
multiplikativen Eigenschaft gibt, scheint noch offen zu sein. 


(EHingegangen am 31. Marz 1955.) 
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Der Energiestrom in elastischen Medien. 
Von G. Heinrich, Wien. 


Zusammenfassung. Ankniipfend an friihere Arbeiten des Verfassers, wird der Energietransport 
in elastischen Medien behandelt. Es wird eine Energiestrémungsgeschwindigkeit eingefiihrt, 
die dem Energietransportvektor zugeordnet werden kann. Fiir die Spezialfalle der longitudinalen 
Stabschwingung, der transversalen Schwingung einer Saite und der Biegeschwingung eines Stabes 
wird der Energietransport und die Energiestromungsgeschwindigkeit genauer untersucht. 


Summary. Starting from earlier results of the author, the energy transport in elastic media 
is discussed. An energy flow velocity is introduced that can be assigned to the vector of energy 
transport. Energy transport, as well as the energy flow velocity, are investigated in greater 
detail for the special cases of longitudinal .bar vibrations, transversal vibrations of a chord, and 
of bending vibrations of a bar. 


Résumé. En continuant des travaux précédents, l’auteur discute le transport d’énergie dans 
les milieux élastiques. Il introduit une vitesse d’écoulement de l’énergie qui peut étre conjuguée 
au vecteur de transport d’énergie. Pour les cas particuliers de l’oscillation longitudinale d’une 
barre, de l’oscillation transversale d’une corde, et de l’oscillation de flexion d’une barre, le 
transport d’énergie et la vitesse d’écoulement de l’énergie sont analysés plus exactement. 


In einem beliebigen, bewegten, materiellen Kontinuum lat sich ein Energie- 
transportvektor © einfiihren, der so definiert werden kann, da ©-do die durch 
das raumfeste, vektorielle Flachenelement do pro Zeiteinheit transportierte mechanische 
Energie bedeutett. 

Die Méglichkeit der Einfiihrung des Vektors © beruht auf der folgenden Be- 
ziehung, die aus der allgemeinen Bewegungsgleichung eines bewegten Kontinuums 
in Verbindung mit der Kontinuitatsgleichung gewonnen werden kann. Sie lautet: 


| o(2p + eu)—v-p]-do =F \ (20h : 9 U)dx +\ [(V, »)-+ pdr. (1) 


Hierin bedeuten » den Vektor der Geschwindigkeit des materiellen Kontinuums, 
|p| semen absoluten Wert, o die Massendichte, U das zeitunabhangig angenommene 
Potential der Massenkrafte pro Masseneinheit und p den Spannungsaffinor. Das 
Zeichen - bedeutet skalares Produkt, -- doppelt skalares Produkt und das Komma 
dyadisches Produkt. Das linksstehende Oberflachenintegral ist tiber eine beliebige, 
raumfeste Hiillflache zu nehmen, die rechtsstehenden Volumsintegrale itiber das von 
der Hiillfliche eingeschlossene Volumen. Das Hiillflichenelement do ist dabei nach 
innen gerichtet. Die Glieder der rechten Seite haben nun eine einfache physikalische 
Bedeutung. Das erste Volumsintegral ist die auf die Zeiteinheit bezogene Anderung 
der Bewegungs- und der potentiellen Energie des herausgegriffenen Volumens, das 
zweite Volumsintegral stellt die negative Arbeit der inneren Krafte des Kontinuums 
pro Zeiteinheit dar. Man kann daher das linksstehende Oberflichenintegral zwanglos 
als den pro Zeiteinheit durch die Hiillflache erfolgenden Zustrom mechanischer Energie 
zur Deckung der im Innern stattfindenden Energieumsetzungen auffassen. Demnach 


kann man: 2 ‘ 
: Pe D 
S=v(20r + @U)—v-p (2) 


als Energietransportvektor definieren. 

Streng genommen hat zwar nur das Oberflichenintegral von © iiber eine ge- 
schlossene Hiillflache physikalische Bedeutung, so daB © nur bis auf einen quellfreien 
Vektor bestimmt ist. Doch ist die Form nach Gl. (2) die einfachste, deren Ober- 


* Siehe G. Heinrich: Der Energietransport in strémenden Medien. Z. angew. Math. Mechan. 
32, 286 (1952). — Ergiinzungen zu dem Aufsatz ,,Der Energietransport in strémenden Medien“. 
Z. angew. Math. Mechan. 33, 109 (1953). 
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flachenintegral den gegebenen Wert besitzt, und es ist daher bequem, © direkt als 
Knergietransportvektor zu deuten. Die Verhaltnisse liegen ganz analog wie beim 
Poyntingschen Vektor der Elektrodynamik. 

Die ersten zwei Glieder von Gl. (2) entsprechen dem Transport von Bewegungs- 
und potentieller Energie pro Zeiteinheit, das dritte Glied entspricht der auf die Sekunde 
bezogenen Deformationsarbeit. Man kann © in zwei Komponenten zerlegen: 


S =a Ox = Ss (2a) 
Sy =v(2" + ov), (2b) 
6, = — bf. (2c) 


S, hat immer die Richtung von », wahrend ©, im allgemeinen einen Winkel mit v 
einschlieBt. 


Zur Darstellung von S, in Komponenten schreiben wir p als symmetrische Matrix 
Oy x Ox y Oxz 

P= [ Oy, Syy yz |; (3) 
O, x 0; y 0, 2 


worin die o;, = o,; Schnittspannungen bedeuten. 
v schreiben wir als Spaltenvektor in der Form 


‘Y, 


und erhalten fiir ©, den Spaltenvektor: 
Ve Fae 1 Vy Say 1 Uz Faz 
Sp = — Vp = — pV = —|[ Vy Oye + Vy yy + Uz Oye | (5) 
Vz Oz" 1 Vy Ory TF Vz Ozz 


Um Gl. (5) einfacher zu deuten, legen wir die positive x-Achse in die Richtung 
des Vektors vy, dann wird v, = |v|, v, =v, = 0 und wir erhalten: 


On x mks 
SP = — |v] | oye |= — |v o (5a) 
Ooze 


Darin ist o, der resultierende Spannungsvektor in einer Schnittfliche senkrecht 
zu vy. Bei reiner Zugspannung ist also S, der Bewegung entgegengerichtet, bei reiner 
Druckspannung liegt ©, in Richtung von y, wahrend bei reiner Schubspannung S, 
senkrecht zum Geschwindigkeitsvektor liegt. 

Wir spezialisieren nun auf das elastische Kontinuum und ermitteln hierfiir den 
Wert von (V,v)--p gemaB Gl. (1). Wegen der Symmetrie von p kann man dafiir 


auch schreiben: 


(V,0)--p=> LV, v) +(v,7)] «+p. (6) 


Bedeutet 
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den Deformationsaffinor fiir das Elastikum mit der Symmetriebedingung ¢;, = &;, 
dann gilt bekanntlich: 


2 [(V, v) qc (v, V)\ =a Eve ey4 oe ? (7) 


worin die Punkte zeitliche Ableitungen bedeuten. Nach dem allgemeinen Hookeschen 
Gesetz gilt ferner: 


v@ 
Py a es BI Egy Eng 
2) 
p= 2G oye Ce eee Eyz ’ (8) 
v@ 
Ez a Ezy Ezz 2 ie REO cn 
Hierin ist G der Schubmodul, » die Poissonsche Zahl und 


die Volumsdilatation. 
Aus den Gl. (6), (7) und (8) folgt schlieBlich in skalarer Darstellung: 


0 2 
(7,0) p= {@ [lee + eve? +e2) +2 Cn? + ee8 tev) +49, FI}. ©) 
Nun ist aber der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck das elastische 
Potential U,,, bezogen auf die Volumseinheit. 
Es gilt demnach: 
aU 4 
(025 SO): Gee ee 


Damit nimmt Gl. (1) die Form an: 


\fo(2o4 +00) —v-p]-do =| S-do = Z \(25e LeU 4 Us) dr. (10) 


Gl. (10) hat nun die Form eines Erhaltungsgesetzes fiir die mechanische Energie. 
Diese besteht aus der Bewegungsenergie, der potentiellen Energie der Massenkrifte 
und dem elastischen Potential. Die ganze durch die Hiillfliiche zustr6mende Energie 
dient zur VergroBerung der mechanischen Energie des eingeschlossenen Teiles des 
Kontinuums. Ks tritt also keine Energiedissipation auf. 


Durch Anwendung des GauBschen Satzes auf | ©S-do folgt aus Gl. (10): 


(9a) 


/ 


\(v-S+-S)ar=o0 (11) 


mit: 


7a 2 oO Uy, (11a) 


H hat die Bedeutung einer Energiedichte. 
Da (11) fiir jedes beliebige Volumen gelten mu, folgt: 


y-S$+—=-=0. (12) 


Gl. (12) hat die Form einer Kontinuititsgleichung. 

Gl. (12) legt es nun nahe, dem Energietransportvektor © einen Energiestro6mungs- 
geschwindigkeits-Vektor zuzuordnen?. 

Ks sei k irgendeine skalare Verteilungsfunktion, die als Dichteverteilung fiir eine 
physikalische GréBe K, die einem Erhaltungsgesetz geniigt, aufgefaSt werden soll. 


* Die folgenden Betrachtungen wurden durch eine Bemerkung von Prof. P. Funk angeregt. 


| 
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Ist dann © der Transportvektor fiir die GréBe K, das heiB®t bedeutet & - do die Menge 
von K, die pro Zeiteinheit durch das Flachenelement do hindurchstromt, dann gilt 
wegen des Erhaltungsgesetzes fiir K die Gleichung: 


~ ok 


Ist z. B. k = @ die Massendichte, dann ist der ,,Massentransportvektor’ S = ov 
der Vektor der Impulsdichte, und man erhilt die gewéhnliche Kontinuitaitsgleichung : 


V«(ov) +2 = 


o|@ 


y= ist dann der Geschwindigkeitsvektor fiir die Massenstrémung. Analog kann 


man ganz allgemein dem Transportvektor © einen Strémungsgeschwindigkeits-Vektor 


S 
100) rs (13) 


fur die Strémung der Gréfe K zuordnen, die einem Erhaltungsgesetz geniigt. Diese 
Betrachtung lieBe sich auch auf beliebige vektorielle und tensorielle GréBen erweitern, 
doch soll hier nicht naiher darauf eingegangen werden. 

Setzt man fiir & die Energiedichte H und fiir S den Energietransportvektor, so 
ergibt sich der Vektor der Energiestromungsgeschwindigkeit tw fiir elastische Medien 
nach Gl. (2a), (2b), (2c), (5), (10), (lla) und (13) zu 


|p|? ie 

er (> =r U) — ol, 

Ho |o|? 
e( 


— (14) 


ame U) + Ue1 


/ 


Durch Gl. (14) wird also dem Energietransportvektor ein gleichgerichteter Ge- 
schwindigkeitsvektor zugeordnet, der der Stromungsgeschwindigkeit der quasi als 
Substanz aufgefaBten mechanischen Energie entspricht. Allerdings ist der Betrag 
von ww nur dann eindeutig bestimmt, wenn tiber den Nullpunkt der Energiedichte 
verfiigt wird. Die Verfiigung ist so lange problematisch, als das Potential U der 
Massenkrafte eine Rolle spielt. Wir beschranken uns daher im folgenden auf solche 
Falle, in denen die Massenkrafte keine Rolle spielen und normieren dann U = 0. 
Wir verwenden daher Gl. (14) in der Form: 


be ye 
ev “FRE Oy 
oa (4a). 
Cae at U.1 


Wir werden Gl. (14a) auf elastische Schwingungsvorginge anwenden. Wir setzen 
dann fiir den schwingungsfreien Zustand U,, = 0. Dann enthalt der Nenner von (14a) 
nur jene Energiedichte, die beim Schwingungsvorgang selbst umgesetzt wird und 
ist somit physikalisch eindeutig definiert. Damit wird ty zu einer physikalisch sinn- 
vollen GroéBe. 

Es soll nun der Energietransport und die Energiestromungsgeschwindigkeit ftir 
Spezialfaille untersucht werden. i 68 

Wir betrachten zunichst die Ausbreitung von elastischen Longitudinalwellen 
in einem unendlich langen, geraden, homogenen Stab. Ist & = & (a, t) die Verschiebung 
eines Massenelements, so gilt bekanntlich: 


are pes 
ar (15) 
mit 
ee ee (15a) 
Q 
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(Z = Elastizitatsmodul, 9 — Masse pro Volumseinheit). Ferner gilt: 
0§ 
Ong =O =H, (16) 
wahrend alle anderen Komponenten des Spannungsaffinors verschwinden. SchlieB- 


lich ist 


og 


Uaioe, Vy == 0, =U: (17) 

Setzt man S, =-e, Sp,, so folgt aus Gl. (5) (e, = Hinheitsvektor in Richtung 2): 
0€ 0g 

Syn = - Be (18) 


Es findet nur ein Energietransport in der z-Richtung statt. Um diesen zu berechnen, 
betrachten wir eine in der positiven x-Richtung laufende Welle mit der Gleichung: 


Las ate (19) 


die bekanntlich fiir jede zweimal differenzierbare Funktion / eine Losung von Gl. (15) 
darstellt. 


Aus Gl. (17) und (18) ergibt sich: 


Sie=EH-a:f? (20) 
mit 
, of 
f = ay (20a) 
Ebenso folgt aus Sy = e, Sq, sowie aus Gl. (2b), (15a) und (17): 
0 (a \3 1 ) 
Sxe=4$(G) =—y Ba". (21) 
Der gesamte Energietransport, der ganz in die x-Richtung fallt, ist somit: 
Y / 1 v 
8, =Sye+Sy.=H-a-f*(1—Ff)). (22) 
Die Energiedichte H ergibt sich aus (11a), (16) und (17) mit U = 0 und U,, = = zu 
1 a& \2 0& \2 
H= 30 (4) +# (a) | 
oder nach Gl. (15a) und (19): 
o& \2 
H=8(=)=8- 7. (23) 


Setzt man die Energiestro6mungsgeschwindigkeit tv = e,w,, so erhalt man nach 


Gl. (14): 
w,=a(1 —sf'). (24) 


Fir einen begrenzten Wellenzug, der im Endlichen beginnt und endet, ist der zeitliche 
Mittelwert w, von w,, gleich der Phasengeschwindigkeit a der Welle. Ist nimlich 7 
die Zeit, wahrend der ein fester Punkt vom Wellenzug iiberlaufen wird, dann ist 
wegen (19) und (20a): 
= 1 a 1 1 2 of 
@, =a \a(l - xf')dt=a meee a? | ap ot =a, 
t t 


da f zur Zeit ¢ (Beginn des Durchlaufens des Wellenzuges) und zur Zeit ¢ + 7’ (Ende 
des Durchlaufens des Wellenzuges) nach Voraussetzung verschwindet. Auch bei 


unendlichen periodischen Wellen ist, wie man sofort sieht, w, =a. Das Glied — & ie 


2 
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ruhrt vom Transport der Bewegungsenergie her. Die Bewegungsenergie pendelt aber 
bei periodischen Wellen nur hin und her, ihr Transport ist im Mittel Null. 

Als zweites Beispiel diene die transversal schwingende, unendlich lange, Bomoeen? 
Saite. Die Differentialgleichung ihrer Bewegung lautet bekanntlich: 


ory oy 
ae = Oat (25) 
mit: 
P 
az = - 
be 5) (25a) 


wenn y die Auslenkung, P die Spannung und w die auf die Langeneinheit bezogene 
Masse der Saite bedeuten. Es gilt nun: 
0 
v=o, 0, Soe. (26) 
Ist ferner F der Querschnitt der Saite und # der Winkel des betrachteten Saiten- 
elements gegen die w-Achse, so ist F', die Querschnittsflache senkrecht zur y-Achse, 
gegeben durch: 


y sin d ey 

Es gilt dann: 
C., = 4,,= 7 = = sin #- cos #. (28) 

Ebenso wird: 
a ee == = - gin? 3, (29) 


SchlieBlich ist o,, = o,, = 0. Aus Gl. (26) bis (29) erhalt man, wenn man in Gl. (5) 
einsetzt: 


6, = —e, vy sind cos } — poe sin? ?. (30) 
Die Differentialgleichung (25) setzt kleine Winkel % voraus, fiir die sin 0 ~ 0 und 
cos 3? = 1 gesetzt werden kann. 

Setzt man ©, = e,S,, + e,Sy,, so erhdilt man aus (30) mit der angegebenen 


Naherung: 
Jig tay OY 


Bye Ue 8 ae os Bar tele 
ies P oy [ ey \2 
Sy, = — Fr Be = F oat Gar (32) 
Ebenso erhalt man aus Gl. (2b) fir U = 0: 
3 
Gy = ey’ Sy = ey 5 
: ses Fa < c 
Mit 9 =-j, wird daraus: 
ay \3 
Su. = se (Zy. (33) 
Es ist also: 
” Pay . OY 
82= Spa — Go” on? (34) 
Bw ({ey\s PP oe (34y 
Sy = Spy + Say = rae ) F a \ dx 


Um die Energiedichte H zu ermitteln, bendtigen wir die elastische Energie pro Volums- 
einheit, die durch die Auslenkung erzeugt wird. Sie ist: 


P ds—dzx iP iz oy 
Va ge oe (I= 0088) orl uy (35) 


Ingenieur-Archiv IX, 2—3. 
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Die Bewegungsenergie pro Volumseinheit ist: 


(dy \2 
Mie =o le): eo) 
Damit ergibt sich: 
n= 04 0a= al (2) +H( By on 
Re 8, ca) PN ge ye 
Fiir einen in der Richtung der positiven z-Achse laufenden Wellenzug gilt: 
y =f (x —at). (38) 
Durch Einsetzen in (34) erhalt man bei Beachtung von (25a) und (38): 
3 
8, a oF f2, 
3 
8,=459 (34a) 
aie | 
mit f Say 


H=#e. ye, (37a) 


Die Komponenten w, und w, der Energiestrémungsgeschwindigkeit ergeben sich 
daher aus (34a) und (37a) zu: 


S 
We, == = 4; | 


(39) 


Lings der Saite wird also die Energie mit der Phasengeschwindigkeit a transportiert, 
senkrecht dazu ergibt sich eine von der Zeit abhangige Geschwindigkeit, die fiir 
periodische Bewegungen im Mittel verschwindet. 

Fiir harmonische Wellen von der Form: 


y = Asin (« — at), 
worin A die Wellenlange bedeutet, ist S, und S, nach (34a): 


3 1 
y= f= A? cos* = (« — at), 


wa 1 
S, = qs 4? cos* = (x — at). 


Die zeitlichen Mittelwerte S, und S, ergeben sich daraus zu: 


S,= aly ae S,=0. 


Es findet im Mittel also nur ein Energietransport lings der Saite statt, was nach der 
Form von (34a) fiir jede periodische Wellenbewegung zutrifft. 

Zuletzt soll noch der Fall der Ausbreitung transversaler Wellen lings eines 
homogenen elastischen Stabes behandelt werden. Beniitzt man die Bernoullische 
Naherung vom Ebenbleiben der Querschnitte und bedeutet y die als klein voraus- 
gesetzte Auslenkung der Stabachse senkrecht zur Achse des Stabes (x-Richtung), 
so gilt die Differentialgleichung: 


—- (40) 
mG ees VF : 
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Hierin bedeuten @ die Dichte, 7 den Querschnitt, H den Elastizititsmodul und J 
das Trigheitsmoment des Stabes in bezug auf eine Achse durch den Querschnitts- 
schwerpunkt senkrecht zur x- und y-Achse. Die durch den Schwerpunkt gelegte 
-y-Achse wird als Haupttriigheitsachse vorausgesetzt. Wir begniigen uns hier damit, 


mit uber den Querschnitt gemittelten Werten des Energietransportvektors und der 
Energiedichte zu rechnen. Es gilt wieder: 


oy 
Dig SO My sO). y= ae. 
Ferner ist der Mittelwert o,, von o,, gegeben durch: 
a - 1 eM EJ éy 
ave ee og. a, eae? 


wenn M das Biegungsmoment bedeutet. Ferner ist o,, = o,, = 0. Damit folgt aus 
GL. (5): 


S EJ oy ay 
He Cee pet | Baae 
oder 
EJ dy ay 
Soe = aut (a) 


Ebenso folgt Gg nach Gl. (2b) mit U = 0: 


oder 
Se WEL 
Sxy=$(2/. (42) 


Um die Energiedichte H zu ermitteln, bendtigen wir das elastische Potential U,, 
pro Volumseinheit. Der zugrunde gelegten Naherung (Ebenbleiben des Querschnittes) 
entsprechend, hat es den Wert: 


Ua es. 


M @y EJ/ dy\ 
2F aa? — apes (43) 
Die auf die Volumseinheit bezogene Bewegungsenergie betragt: 
@ (_2y \? 
Aus (43) und (44) ergibt sich, bei Beachtung von (40): 
EJ [/ ay \2 ay \2 
H=U.+T=35|(32) +0 (4). (45) 


Wir betrachten nun speziell eine monochromatische Welle mit der Wellenlange A, 
die sich langs der positiven x-Achse des unendlich lang gedachten Stabes ausbreitet. 
Diesem Fall entspricht die Lésung: 


ag : 
y = Asin=-(z — vt) (46) 
mit 
wom 
v=. 


» ist die Phasengeschwindigkeit der elastischen Welle. Durch Einsetzen von (46) 
in (41) und (42) erhalt man bei Beachtung von Gl. (40): 


SCAR ys av J 
d Te [ime a apeseae b 
Suv = aFa 36 sin? = (w — vt). 
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Die zeitlichen Mittelwerte der Energietransportbetrage sind: 


39 SOAS 
px O9Fq@ fs? (47a) 
Fs es — 0. 
Die Energiedichte ergibt sich aus Gl. (45) bei Verwendung von (40) und (46) zu: 
HJ A? 
H = 37a (48) 


Damit erhalt man die Komponenten der Energiestromungsgeschwindigkeiten w, 
und w, zu: GM, 


ms ‘A ] ey) 
Wee a == vsin = (x — vt) 
Die zeitlichen Mittelwerte w, und w, sind: 
Wy =, 
Ny | (49a) 
iy =a0; / 


Die mittlere Energiestromungsgeschwindigkeit ist also wieder gleich der Phasen- 
geschwindigkeit der elastischen Welle in der Ausbreitungsrichtung. 

Wir wollen nun noch die Ausbreitung einer Wellengruppe in Richtung der positiven 
x-Achse untersuchen. Dazu denken wir uns zwei Wellen gleicher Amplitude, aber 
mit etwas verschiedenen Wellenlingen A, und A, und setzen demnach: 


Aare! t <n t 
y= A. sin 3-(x — o5-) + sin z- (2 -— a ap)]; Ape A, Ag = 4-- AR et 
Durch Einsetzen in Gl. (41) erhailt man daraus, wenn man Glieder von der GréBen- 
ordnung AA vernachlissigt, nach einigen Umformungen: 
4HJ A? 1 t Ai 2t 2 
Spe=—F aie 008 7 (x — 57) 008 +78 (x — ar (51) 


Der Energietransport in der y-Richtung, der wieder im zeitlichen Mittel verschwindet, 
soll hier nicht weiter untersucht werden. 
Analog ergibt sich aus Gl. (45) der Ausdruck: 


2HJ A? Aa ( | 
x ° 


A= 


2 ¢ 
F jt ©°8 998 ae (52) 


Zum Unterschied von der monochromatischen Welle ist hier die Energiedichte selbst 
eine Funktion von «x und ¢, die sich mit der Geschwindigkeit: 

dx 2 F 

Ge 
ausbreitet. Dies ist zugleich die Gruppengeschwindigkeit der betrachteten Wellen- 
gruppe. Hingegen erhalt man fiir die Energiestromungsgeschwindigkeit nach (51) 
und (52) den Wert: 

Spa 2 


Ly t : 1 
Wy = = Gz cos za aq) = 2v cos + (a — vi). 


Dies ist derselbe Wert wie der fiir die monochromatische Welle und es gilt wieder 
W, =v. Auch hier ist der zeitliche Mittelwert der Energiestr6mungsgeschwindigkeit 
wieder die Phasengeschwindigkeit der Einzelwelle. Die Gruppengeschwindigkeit darf 
daher nicht als Energiestromungsgeschwindigkeit aufgefaBt werden, sondern sie ist, 
energetisch betrachtet, die Phasengeschwindigkeit der Energiedichte. Die mechanische 
Energie strémt hier also nur halb so schnell, als die Phase der Energiedichte fort- 
schreitet. 


(Hingegangen am 22. Februar 1955.) 
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Zur Berechnung rotierender Scheiben vorgegebenen Profils. 
Von K. Karas, Darmstadt*. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. In Weiterfiihrung des Donathschen Verfahrens wird eine Methode ent- 
wickelt, die graphisch und analytisch den Spannungszustand in Scheiben vorgegebenen Profils 
zu ermitteln gestattet. Dabei wird die Scheibe durch ein stufenformiges Treppenprofil ersetzt. 
Durch eine geeignete Transformation wird erreicht, daB an Stelle des Donathschen Diagramms 
mit Kurven von zweiter und vierter Ordnung einfach zwei gewohnliche Hyperbeln treten. Der 
Ruhespannungszustand wird durch Ursprungsgeraden erfaBt. 


Summary. In continuation of the Donath proceeding a method is developed which allows 
to ascertain graphically and analytically the state of tension in disks of an alleged profile. Thereby 
the disk is replaced by a graded stair profile. By a suitable transformation one obtains that instead 
of the Donath diagram, with curves of the second and fourth order, just two ordinary hyperbolas 
appear. The state of stresses at rest is caught hold of by simple elementary straight lines. 


Résumé. En continuant le procédé de Donath, on développe une méthode qui permet de 
trouver graphiquement et analytiquement l’état de tension dans des disques d’un profil allégué. 
En méme temps on remplace le disque par un profil d’escalier échelonné. Par une transformation 
appropriée on obtient qu’a la place du diagram de Donath, avec ses courbes de deuxiéme et 
quatriéme ordre, paraissent simplement deux hyperboles ordinaires. L’état de tension au repos 
est saisi par de simples lignes droites primaordiales. 


I. Einleitung. 


Die Festigkeitsberechnung umlaufender Scheiben vorgegebenen Profils erfolgt, 
da sich im allgemeinen die zugehérigen Differentialgleichungen nicht in geschlossener 
Form integrieren lassen, indem man die gegebene Scheibe durch ein stufenformiges 
Gebilde ersetzt, dessen kreisringformige Teile als Scheiben gleicher Dicke dargestellt 
werden kénnen. 

Die praktische Durchrechnung dieser stufenformigen Ersatzscheibe erfolgt heute 
hauptsichlich nach zwei Verfahren, dem von R. Grammel|, fiir welches? eigene Rechen- 
formulare zur Verfiigung gestellt sind und das derzeit wohl am raschesten diese Aufgabe 
bewaltigen liBt, sowie dem von M. Donath’, das zu dieser Losung sich eines ein 
fiir allemal gezeichneten Kurvenblattes bedient. Wahrend das Verfahren von 
R. Grammel sowohl numerisch als auch numerisch-graphisch durchgefiihrt werden 
kann, ist das von M. Donath nur in letzterer Form zu erledigen* >. 

In beiden Verfahren kann man sich nach R. v. Mises vorgeschriebenen Rand- 
bedingungen der Radialspannungen nur durch sinngemife Uberlagerung zweier 
Spannungszustinde mit willkiirlichen Annahmen der Tangentialrandspannungen 
anpassen, von denen sich einer auf den Ruhestand der Scheibe bezieht. Gerade der 
letztere ist aber beim Donathschen Verfahren nicht ohne weiteres zu ermitteln, da 
das zugehérige Kurvenblatt (es wiirde sich um Scharen kubischer Hyperbeln handeln) 
bisher fehlt®. 


* Der Verfasser wurde bei der Zeichnung der Abbildungen und bei der Durchrechnung der 
Tabellen von Herrn Dr. Ing. H. Weirich in dankenswerter Weise unterstitzt. 

1 R. Grammel: Ein neues Verfahren zur Berechnung rotierender Scheiben. Dinglers poly- 
techn. J. 338, 217 (1923). % ah ieee 

2 C. B. Biezeno und R. Grammel: Technische Dynamik, 2 Bd., 8. 12. Berlin-Géttingen- 
Heidelberg. 1953. , 

3 M. Donath: Die Berechnung rotierender Scheiben und Ringe nach einem neuen Ver- 
fahren, 2. Aufl. Berlin. 1929. - ; 

4 J. Malkin: Festigkeitsberechnung rotierender Scheiben, 2. Kap., 8. 23 bis 44. Berlin. 1935. 

5 A. Stodola: Dampf- und Gasturbinen, 6. Aufl., S. 338. 1924. ; . 

6 Die MAN hat allerdings, wie bekannt wurde, diese Erginzung durchgefiihrt, jedoch nicht 
ver6ffentlicht. 
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Abgesehen von diesem Mangel erweist sich das Verfahren von Donath als sehr 
miihsam und langwierig, trotzdem aber ist es schwer zu entbehren, da die ja auch 
beim Grammelschen Verfahren vorhandene Fehlerfortpflanzung einer unabhangigen 
Kontrolle bediirftig ist. Im folgenden wird in Weiterfiihrung der Donathschen Ansitze 
ein Verfahren entwickelt, das sich sowohl graphisch als auch analytisch durchfihren 
1aBt, auBerordentlich rasch erledigt werden kann und die Ergebnisse mindestens mit 
der bisher erhaltenen Genauigkeit liefert. Die graphische Durchfithrung des Ver- 
fahrens, das am besten gemeinsam mit dem Grammelschen Verfahren zwecks Erhalt 
einer schrittweisen Kontrolle durchgezeichnet oder durchgerechnet werden médge, 
bensétigt durchweg nur gerade Linien und statt der bisherigen Kurvenschar zum 
Teil vierter Ordnung nur zwei ein fiir allemal zu zeichnende Hyperbeln. 


II. Herleitung der Grundgleichungen. 


Bei der Ringscheibe gleicher Dicke gelten fiir die Radialverschiebung £ sowie 
fir die Radial- und Ringspannung o, bzw. o, die Formeln 


=—“P tort+%, 4-0-2, (1) 
= Tae(-B + +0 +b — 1-2) () 
o =7—z(-0 +3) AT 4 (1+ 9)b, + (1 —») 2). (3) 


Hierin bedeuten nach Abb. 1 7 den Abstand von der Drehachse, v = — die Quer- 


dehnungszahl, # den Elastizitaétsmodul, y das Einheitsgewicht des Scheibenmaterials 
und w die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe, wah- 
rend b,,b, Konstanten sind, die aus den vorgegebenen 
Randbedingungen der Radialspannung bestimmt 
werden kénnen. Addition und Subtraktion von (2) 
und (3) ergeben 


4 Big HomeeAay b 

oy +0, =S = —, |— 8 C a 

= 2H (Art , by oe le 
Op SO Wise ae ( ees =) 

nungssumme S = o,-+ 0, der oS 

Shalmungadiierces De Be Drickt man aus (4a, b) b, und bs durch S und D aus 

sowie der Profildicke y rechts und und fiihrt die Ergebnisse in (1) ein, so erhalt man 


links einer Sprungstelle des Ab- QHE 
standes r von der Drehachse. = 
r 


Abb. 1. Bezeichnungen der Span- 


=S(l1—»)+D(1+7). (5) 


Da nun an der Grenze r zweier Ringscheiben die Radialverschiebung wegen des 
Zusammenhanges denselben Wert behiilt, so sind sich an dieser Stelle auch die rechten 
Seiten von (5) gleich und es folgt 


S(l—»)+D(1+7)=S' (l—»)+ D' (1+). (6) 
Wegen (4a, b) folgt hieraus auch 
(0, — G,') ¥ = (dp — 6,') (7) 


oder 
Ao,v = Ady. (7a) 
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Wird ferner an der Grenze r eine radiale Kraft z kp je Langeneinheit des Kreis- 


bogens vom Radius » iibertragen, so erfordert die Kontinuitat des radialen Kraft- 
stromes die Gleichung 


O,¥Y¥ +2=90, y' (8) 
bzw. 
Ao, = 0, — oy’ =o,(1 “a "a er 
Ac, = » Aa, = »|o, (1 — ae rap 


Aus (9a, b) folgt wegen Ao, + do, = AS, Ao, — do, = AD durch Addition bzw. 
Subtraktion 


AS = 8 — 8S’ = (1 + ») Ao, = (1 + 2) (0, — 0,’), \ 


1 
AD = D — D' = (vy — 1) Ao, = (vy — 1) (a, — a,’), { (10a, b) 
woraus noch 
y—l 
AD =~ 7 48 (11)? 
und wegen (8) und (10a) auch 
’ Or Y + % 
: Kaeser |i (12) 
os, tia 1+y 


folgt. Ist schlieBlich w die dem Halbmesser r entsprechende Umfangsgeschwindig- 
keit, so folgert man aus (4a, b) mit K, und K, als neuen Integrationskonstanten 
statt b, und 6, 


Sw) =" 4 (-w + Ky), 


| — Kz ' 

D (u) ==" 7 (ue + 3). 

(13a, b) sind die Kurven des Donathschen Kurvenblattes. S (wu) ergibt fiir verschie- 

dene Werte von K, gegeneinander in Richtung der Ordinatenachse verschobene 

kongruente Parabeln mit der Ordinatenachse als gemeinsamer Achse. D (u) stellt 

hingegen eine Schar von Kurven vierter Ordnung dar, die sich mit verschiedenen 

Werten von K, gestaltlich andern. 

Fiir die ruhende Scheibe ist mit wm = O’nach (1) auch A = O und (4a, b) ergeben 
daher mit den Konstanten K,° und K,° statt 6, und 6, 

Bieler. D(a St, (14a, b) 


U2 


(13a, b) 


Es empfiehlt sich weiterhin statt der Umfangsgeschwindigkeit u die neue unabhangige 


Verinderliche 
1 1 


U2 =—r2@? 


1 (15) 


einzufiihren’. Dann erhalt man statt (13a, b) und (14a, b) die einfacheren Gleichungen 


mit etwas abgedinderten Werten der Konstanten K 


E- 1 A = 520°1325155 = 
8 wv) = — 7Z2 2 E+ K, = 8,0) + B= (—2 + Ki) kim, 


(sdeenasies, 
W 


(16a, b) 


D(w) = beatin | Kw =D, (w) + K,w= + K,w)kp/m, 


4 g w 


?7 Bei M. Donath? befindet sich auf der rechten Seite der beziiglichen Gleichung — dort 
mit (16) bezeichnet — ein offenbar unberechtigtes Minuszeichen. 
8 R. Grammel? fiihrt durch Gl. (1), S. 12, analog statt 7 die neue unabhingige Verander- 


; 1 
liche x = —> ein. 
r 


160 K. Karas: 


worin » = 0°3, a = oS = 800°20387 = gesetzt wurde. Fir die ruhende 
Scheibe folgt S(w)=K,°, D(w)=K,°w. (17a, b) 
Aus (4a, b) erhalt man bei bekannten Werten von S und D schlieBlich 

= op == + : (18a, b) 


Was die geforderten Randbedingungen bei Vollscheiben gleicher Dicke betrifft, 
so ist hier in der Drehachse w = co und o, = o,, was wegen (18a, b) D (co) = 0 
bedingt. Dann folgt aber aus (16b) bzw. (17b) A, = 0 bzw. K,° = 0. Ist ferner 
am AuBenrand r=—r,, somit w= Wy, 0, = 9,, vorgeschrieben, so folgt zunachst 
aus (16b) 


1—vy 1 
ie Far ee 
und aus (18a) 
S,=D,+2 Or > 
womit auch nach (16a) die Konstante K,, somit S (w) bekannt sind. Es ergibt sich 
= 3+vy 1 a 
Ky a 7 Spree wae at Ky 0. (19a, b) 


Bei Kreisringscheiben gleicher Dicke sind als geforderte Randbedingungen im 
allgemeinen o,, und o,, fir w = w, und w = w, vorgeschrieben. Aus (18a) erhalt man 


S,=D;+26,,. und Se De 


Fiihrt man hierin (16a, b) ein, so ergeben sich fiir K , baw. Ky zwei Gleichungen mit 


den Loésungen 
ie te elt Fp ae ea SOE. 
GJ W;, We Opes La 
K,= sea A 9 Fey ee 


4 gg W;W,y Wn 


? 


(20a, b) 


Ruhen die Scheiben, so greift man am besten auf die Gl. (1) bis (3) zuriick. Dann 
ist mit w = 0 auch A = 0 und wegen o, = o, in Scheibenmitte r = 0 folgt fiir die 
Vollscheibe o, = 0, =o,,, wie sich auch aus den untenstehenden Gl. (21a, b) 


fir 7; = 0 ergibt. Fur die Kreisringscheibe folgt aus (2) 


#H Hi Gs 
Or; Pear 1+» 7,’ 
Or, paar 1+ > ne 
also 5 — Le Ste Oe 
1 iy 5 —r? > 
l+y rene 
by =F (0, — 0) es 


Damit folgen aus (2) und (3) mit A = 0 die sogenannten Lameschen Gleichungen 


2y 2 
ie on Ul 


Or, 1,27 — Or, 1s 
Oo, = aa Oe a 
) rere i (0, 0,,) rire (21a, b) 
Ist insbesondere nur Innendruck o,, = — p, so folgt aus (21a, b) mit o,, = 0 
r2 72 
ict Maeno 
¥ P wi" = Te 2 * 7 / ; (22a, b)? 


* Man vgl. etwa A. Foppl: Technische Mechanik, Bd. III, 14. Aufl., S. 335, Gl. (219). 
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Ill. Graphisehe und numerische Durehfiihrung des Verfahrens. 
a) Voll- und Kreisringscheiben gleicher Dicke. 


Man zeichnet statt des Donathschen Kurvenblattes nun nur die zwei gleichseitigen 
Hyperbeln in (16a, b) auf, welche die Ordinatenachse bzw. Abszissenachse zu 
Asymptoten haben. Die Hyperbel in S (w) erscheint auf der unteren, die in D (w) 
aut der oberen Halfte des Blattes. Die Funktion S (w) erhilt man nach (16a), wenn 


man zur Hyperbel 8, (w) des ersten Termes daselbst die Konstante K, addiert, mit 
anderen Worten, S (w) ist gleich der algebraischen Summe der zum selben w-Werte 
gehoérigen Ordinate der genannten Kurven. Analog ist die Funktion D (w) nach (16b) 
als algebraische Summe der Ordinaten der Punkte der Ursprungsgeraden K,w und 
der Hyperbelpunkte D,(w) gleicher Abszissen zu finden. Die entsprechenden 
Funktionen fiir die ruhende Scheibe werden nach (17a, b) einfach durch die Ordinaten 
von Abszissenparallelen bzw. Ursprungsgeraden dargestellt. Wegen des grofen 
Variabilitatsbereiches der unabhingigen Veridnderlichen w empfiehlt es sich unter 
Umstinden, fiir mehrere Teilbereiche von w verschiedene Mafstabskonstanten ein- 
zufiihren. Dasselbe gilt fiir die Ordinaten der oben erwaihnten Hyperbeln. Ein 
Sprung AS bzw. AD an der Grenze zweier Ringscheiben bedingt nach (16a, b) bzw. 
(17a, b) einfach eine Parallelverschiebung der Abszissenparallelen oder eine Neigungs- 
anderung der Ursprungsgeraden. 


Ma8Bstaibe. Bei der Wahl der MaBstiibe empfiehlt es sich, eine drei- bzw. nur 
zweifache Unterteilung des w-Mafstabes je nach der GroBe des Millimeterpapieres, 
auf welchem man die graphische Berechnung durchfihrt, vorzunehmen. 


Fiir hochkantig gestelltes DIN A 4-Format wihlt man zweckmafig die folgenden 
drei MaBstabe: 


1. lem d. Z. A 10-* s?/m?; das zugehorige Intervall von wu ist etwa 500 m/s =u = 
= 70 m/s, 


2. lem d. Z. K 10-4 s?/m?; das zugehorige Intervall von wu ist etwa 100 m/s 2 u 
= 22 m/s, 


IV 


3. lem d. Z. K 10-3 s?/m?; das zugehorige Intervall von wu ist etwa 30m/s 2u= 
= 7 m/s?. 


Fiir die Formate DIN A 3 und DIN A 2 kommt man mit den ersten beiden Mab- 
stiben fiir w aus. Die Intervalle sind dann etwa von 500m/s2u2 50m/s, 
100 m/s = u = 15 m/s. 


Fiir die Hyperbelfunktionen S, (w) und D, (w) in Abb. 2 empfiehlt sich eine ab- 
gesetzte Darstellung einerseits, um fiir kleine w-Werte links noch groBere Funktions- 
werte erfassen zu kénnen, anderseits, um fiir gréBere w-Werte rechts genauere Ab- 
lesungen zu erméglichen. 


In der Abb. 2 sind deshalb neben den mit — S, bzw. D, bezeichneten Hyperbeln, 
auf die sich die an der Ordinatenachse angeschriebenen, zu den 3 w-Mafstaben ge- 
hérigen SpannungsmaBstiibe beziehen, noch zwei weitere mit — 108, bzw. 10 D, — 
bezeichnete Hyperbeln gezeichnet worden, deren Ordinaten gegeniiber den = Ss 
bzw. D, — Hyperbeln zehnmal vergréfert sind, also in den beziiglichen w-Bereichen 
eine zehnfache Ablesegenauigkeit verbiirgen. Das bedingt dann freilich, daB fir diese 
Ablesungen die angegebenen Spannungsmafstébe durch 10 zu teilen sind. 


10 Den TeilmaBstab 3 wird man wahrscheinlich nur in den seltensten Fallen bendtigen. 
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Abb. 2. Zur praktischen Ermittlung der Scheibenspannungen. Das Kurvenblatt zur Spannungs- 
ermittlung beliebig profilierter Scheiben besteht nur aus den voll ausgezogenen — S,- bzw. D,- 
Hyperbeln. 
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Ks bedeuten also — ausfiihrlich angeschrieben — fiir die drei empfohlenen w-MaB- 
stabe entsprechend Abb. 2: 

1. lem d. Z.= 100 kp/em?_ 1 em d. Z. = 10 kp/cem? 

ei ee. <= KO a 1 =. ] 

pare eo. | a ee Ss eh 


— ee — ee SS 


” 


fir die — 8S, bzw. D, fiir die — 10 S, bzw. 10 D, 
Hyperbel. Hyperbel. 


Es kénnten beide Hyperbeln auch oberhalb der Abszissenachse allein dargestellt 
werden, wodurch man links noch vorteilhafterweise einen weiteren Bereich der hohen 
Funktionswerte von S, und D, mit erfassen kénnte. Da aber diese Hyperbelteile bei 
gewissen w-Werten mit den zugehérigen Ordinaten ohnehin nur sehr schleifende 
Schnitte ergeben wiirden, so wire dieser Vorteil fragwiirdig. Da nach (16a) S, (w) <0 
und nach (16b) D, (w) > 0 ist, so wurde die S,-Hyperbel unterhalb, die D,-Hyperbel 
aber oberhalb der Abszissenachse aufgetragen. Die erwaihnten Funktionswerte aus 
den Bereichen mit schleifenden Schnitten wird man dann durch Anderung des 
w-MaBstabes genauer bestimmen. 


Beispiele. 
x) Vollscheibe gleicher Dicke. Gegeben sind: r= 50cm, n = 3000 U/Min., 


o = 31416 s-, o,, = 500 kp/em’, » = 0°3, y = 7°85- 103 kp/m, 3 = 800°2 kp s?/m4, 
Ut, = 157°08 m/s, w,? = 24674 m?/s*, w, = +. = 4°052849 - 10-> s?/m?. Damit liefert 
(19a) K, = 2628°8911 kp/em?. Bei dem fiir 8, D empfohlenen Ma8stab ergibt sich 
eine x-Parallele in der Hohe von 262°9mm. Die strengen Losungen sind durch (2) 
und (3) mit b,=0 gegeben. Man erhalt 


o, = 1314°445 — 0°325778 7°”, . kp 
mM 
0, = 1314°445 — 0°187569 7? 


Die Diagramme sind also quadratische Parabeln mit der Ordinatenachse als ge- 
meinsamer Parabelachse. 


Bei der Ablesung ist fiir w zuerst der zweite Mafstab zugrunde zu legen. Fir 
y = 10cm ist dann w durch eine Strecke von 101°32 mm dargestellt. Man findet 
hierfiir S, = — 51°6 mm, es bedeutet somit S, = — 51°6 kp/cm?, somit ist nach (16a) 
S=+8,+ K, = — 516 + 26289 = 2577°3kp/cm?. Dieser Wert ist in der 
1. Spalte der Tab. 1 eingetragen. Ferner findet man D, = 13°7 mm = 137 kp/cm? 
(Spalte 2). Man findet nun nach (18a, b) o, = 1281°8 kp/cm?, o, = 1295°5 kp/cm?. 
Diese Werte sind in den Spalten 6 und 8 eingetragen. Ihr Vergleich mit den in den 
Spalten 7 und 9 eingetragenen und nach den Gl. (a) berechneten strengen Werten 
ist ausgezeichnet. Schon fiir r = 20cm, also wu = 62°8 m/s ist der erste MaBstab 
zu benutzen, so da® sich jetzt w in einer Strecke von 253°5 mm darstellt. Man miBt 
hierfiir auf der — S,-Hyperbel: S, = — 2:05mm = — 205kp/cm?, somit ist 
S = — 205 + 2629 = 2423 kp/cm?. Ferner mi8t man auf der 10 D,-Hyperbel: 
D, = 55mm ~% 55 kp/em? usw. Da K, > 0, 8; (w) <0 in (16a) sind, so ist — am 
besten durch Ziehen der K, entsprechenden x-Parallelen in der unteren Halbebene — 
die Differenz der beziiglichen Ordinaten zu bilden und positiv zu nehmen, solange 
|K,| >|S,|. Die Ablesung der S- und D-Werte nach (16a, b) und die Berechnung 
der Spannungen o, und o, nach (18a,b) kann sehr rasch nach Tab. | erfolgen. 


(a) 


cm2 * 
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B) Kreisringscheibe gleicher Dicke"™. Gegeben sind: 7; = 10cm, r, = 100 cm, 
= 1000 U/Min., » = 104:719753s—, 6,, = — 200 kp/em?, o,, = 500 kp/em2, » = 0°3, 
= 7°85- 108 kp/m3, u; = 10°472 m/s, wu, = 104°72 m/s. Daher folgt aus (20a, b) 
1 = 1745°336 kp/em?, K, = 2344685460 kp/s?, K,w, = 2138°09 kp/em?. 

Hier mu zunichst der dritte Ma&stab benutzt werden, damit fiir 7; = 10 cm, 


w, = 9°119- 10-3 s?/m? erreichbar wird. Es gilt dann der Ordinatenmafstab 3., also 
1 cm = 1 kp/em?. Damit findet man 


n 
es 
K 


S, = — 571 kp/em?, also S = 1745°34 — 5:71 = 1739-63 kp/cm?, 
D,= 153 kp/em?, — also D = 2138°09 + 1:53 = 2139°62 kp/cm? 


in den Spalten 1 und 2 der Tab. 2 und nach Gl. (18a, b): o, = — 200 kp/em?, 


0, = 1939°62 kp/em? in den Spalten 6 und 8. Fiir r = 20cm, also w = 22797: 
- 10-4 s?/m? muf der zweite Mafstab, das ist 1 em = 10 kp/cm? verwendet werden. 


Man findet auf der — 10 S,-Hyperbel zu w = 22°797- 10-4s?/m? den Punkt H 


mit der Ordinate — 2285mm, somit S, = a“ = — 22°85 kp/cm?, also 
S = — 22°85 + 1745°34 = 172249 kp/cm?. Ferner ergibt sich mit dem obigen K,- 


Wert A, w = 53452 kp/cm? und dem angegebenen MaSstab zunichst Punkt A 
mit der Ordinate 53°45 cm und damit die Ursprungsgerade OA, die in Abb. 2 bloB 
wegen des gréferen Zeichenraumes in der unteren Hilfte aufgetragen worden ist. 
Fiir die nicht erreichbaren Punkte dieser Geraden ist als Ersatz die Gerade OA mit 
zehnmal kleineren Ordinaten gezeichnet worden. Zum Wert w = 22°797- 10-4 s?/m? 
liest man ferner auf der 10 D,-Hyperbel den Punkt F mit der Ordinate 61 mm ab, 
der also 6°1 kp/cm? entsprechen. Somit ist D = 671 + 534°52 = 540°62 kp/cm? usw. 
SchlieBlich sind in den Spalten 7 und 9 noch die strengen Spannungswerte angefiihrt 
worden, die nach den bekannten Gleichungen [Biezeno-Grammel, a. a. O., 8S. 6, 
Gl. (5) bis (7)] berechnet wurden. 


As Get? = Op. 1 38m+1 y» 
a beat Fi Data s Sek ems aa 2 (pp 2 2). Ne Ca 
0, = A, += — oo"; Ay oy = +a (ri? +77); ea emer.) 
Ay (elite m+3 y 
_= 2 2. — S~& ze 2y 2p 2- — ee 
Gp= A, sae ts Agee = (d,,— 9, .) pie eee le TE: p= a 


Mit den angegebenen Zahlenwerten und MaSeinheiten ist hier: 
A, = 8'726665- 10? kp/cm?, A, = — 1069-0468 - 10? kp. 


Die Ubereinstimmung mit den Spannungswerten der Spalten 6 und 8 ist vorziiglich. 


b) Die Scheibe beliebigen Profils. 


Diese wird wie bei den Verfahren von Grammel und Donath durch ein Stufen- 
profil von Kreisringscheiben angenahert. Ist r; der Halbmesser, welcher zur Trennungs- 
stelle zweier Kreisringscheiben verschiedener Dicke gehért und w, der nach (15) zu- 
geordnete Wert der unabhiingig Verinderlichen w, so mégen S; und D, Randwerte 
der durch die GI. (16a, b) eingefiihrten Funktionen S und D bedeuten. Schreitet man 
etwa bei der Spannungsermittlung von auBen nach innen fort, so sind S; und D, 
also die dem inneren Rande der auferen Kreisringscheibe fiir w = w,; entsprechenden 
Werte von S und D. Dann bedeuten gemaB (10a, b) 8S,’ = S;— AS; und D;’ = 
— D, — AD, die Werte derselben Funktionen fiir den AuSenrand der inneren Kreis- 
ringscheibe, die als Anfangswerte fiir deren Berechnung zugrunde zu legen sind. Die 


11 Siehe C. B. Biezeno-Grammel?’, 8. 6. 
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Werte der Funktionen S und D fiir den Innenrand der inneren Kreisringscheibe mogen 
dann sinngema8 mit S;,, baw. D;,, bezeichnet werden. Dann folgt gemaB (16a, b) 


1 —— — 
Sf = —-7 tS +h H=8.4+ 
und : j x 
Sin. = aadaiee est fap ie 
woraus sich 
Spa = S;’ oar (Sy; a Syie+a) =x S,’ - OS; (23) 
ii 1 1 1 . 
sbidy —_— —— (23a 
ee 2 oe a ( ) 


ergibt. Analog ist 


4 gw 
und 
1—y 1 = = 
D7 ; Wins + Ke We41 = Dyigs + Ke Wi 41. 

a 
Hieraus folgt zunachst 

Kae 

oe w 


a 


und durch Subtraktion 
De De f= Dag = Dig K, (w; — W; 43). 
Setzt man hierin den Wert fiir K, ein, so erhalt man 
Diieqes DADs qi ie Ve (W; = Wey) = Dy + 0D; (24) 
mit 
, a Wi4+1 24 
ID, (DL = Diays) = Of Dy) ive =e. (24a) 


Ww; 


Hierin kann man fiir D, nach (16b) auch die zugehérige Hyperbelfunktion einsetzen 
und hat dann statt (24a) ausfithrlicher 


VP eye eee 1 F Lo pt) es Z 
CPE 4 ale ran (D, 7. ace i i ; Ge) 
Oft empfiehlt es sich — auch wegen einer etwas vereinfachten Darstellung — (24) 
etwas umzuformen, wodurch man erhialt 
' wW; 
Dj 41 = Dy ie. + (Di Pe (25) 
Ausfiihrlicher geschrieben ergibt sich aus (25) 
amg a 7 Ley Fs l-—-»v »y —) iss 
Dias =a pag; tO ae (25a) 


Es mége noch besonders betont werden, da die Anderungen 68, 5D der Funk- 
tionen S, D innerhalb einer Kreisringscheibe gleicher Dicke, wie sie in den Gl. (23) 
und (24) auftreten, wohl zu unterscheiden sind von den Anderungen AS, AD der- 
selben Funktionen an der Grenze zweier Kreisringscheiben, wie sie in den Gl. (10) 
und (11) verwendet wurden. Die Gl. (23) bis (25) dienen insbesondere zur numerischen 
Durchfithrung des Verfahrens. Aber auch bei der hauptsiichlich graphischen Erledi- 
gung wird man die durch die Gl. (9a, b), (10a, b), (11) und (12) geforderten Zusammen- 
hinge am raschesten rechnerisch erledigen und in einem zugleich mit der Zeichnung 
zu entwickelnden Protokoll in Form einer Tabelle festhalten und weiter verwerten. 
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Beispiel. 

Hierzu wurde die in Abb. 3 dargestellte Scheibe beniitzt, die Grammel? behandelt 
und auch als Musterbeispiel in den dem erwaihnten Werke beigefiigten Rechenformu- 
laren zur Darstellung bringt. Gegeben sind: r; = 10 cm, 7, — 50 cm, n = 3000 U/Min., 
o = 3141687, o,, = — 75kp/em?, o,, = 200 kp/em?, » = 0°3, y = 7°85- 10® kp/m’. 
Die Radien der Spriinge der treppenformigen Niherung an die Profilkurve sind, 
wie auch aus der beigefiigten Tab. 3 hervorgeht, von aufen nach innen 45, 40, 


Abb. 3. Zerlegung einer Scheibe beliebigen Profils in kreisringférmige Teilscheiben von je gleicher 
Dicke y. 


30, 25, 20, 16, 12, 10cm. Man kann bei einem ersten Rechnungsgange nur eine der 
beiden Randbedingungen fiir o, erfiillen, etwa o,, = 200 kp/cm?, falls man die Berech- 
nung von auBen beginnt. Da man aber die hierbei bendtigte Tangentialspannung o, , 
nicht kennt, so ist man genotigt, hierfiir zunachst einen willkiirlichen Wert anzunehmen, 
fiir den mit Grammel o,, = 500 kp/cm? gewahlt werden soll. 

Die Tab. 3 enthailt in den Spalten 1, 2, 3 die Werte r, u, w an den Grenzen 
der Kreisringscheiben, also an den Stellen der Spriinge der Treppenkurve. Spalte 4 
enthalt die Dicken y der Kreisringscheiben, die daher zwischen die zugeh6rigen Grenz- 
werte der yorhergehenden Groen 7, u, w geschrieben sind, so daB die Spalte 4 gegen 
die anderen Spalten um eine halbe Zeile tiefer geriickt erscheint”. Spalte 5 gibt den 


in den Gl. (9a, b) bendtigten Funktionswert 1 — Y an den Scheibengrenzen an. 
Nach (18a, b) sind ferner die Anfangswerte S und D aus den gewahlten Werten o, 
und o,, bestimmt zu S = 700 kp/cm®, D = 300 kp/cm’. Die Spannungswerte o sind 


in den Spalten 6 und 7 eingetragen, wihrend Spalte 8 die nach Gl. (9a) zu berechnenden 
Werte Ao, enthalt, wobei wegen fehlender Randbelastung z = 0 zu setzen ist. 


Die Spalten 9 und 12 enthalten dann die aus Ao, nach (10a, b) berechneten Sprung- 
werte AS und AD, wihrend die Spalten 10 und 13 die durch die Zeichnung aus S’ 
in Spalte 11 bzw. D’ in Spalte 14 zu gewinnenden neuen Werte S bzw. D enthalten. 
Die zeichnerische Operation ist durch die schragen Pfeile angedeutet. 

Die Spalten 15 und 16 enthalten die Werte der Spannungen o, und a,, wie sie durch 
das Verfahren von Grammel? erhalten wurden. Bis auf die letzte Zeile (r = 10 cm) 
ist die Ubereinstimmung befriedigend. 

Verfolgt man die schrigen Pfeile, so erhalt man z. B. aus S;’ = 700 kp/em® fir 
w, = 0°405- 10-4 s?/m? den neuen zu w,,, = 0°503- 10-4s?/m? gehérigen Wert von 


12 Bei Grammel? und Donath bedeutet y ebenfalls die ganze Scheibendicke, wie auch 
in Abb. 3. Man vgl. etwa J. Malkin: Festigkeitsberechnung rotierender Scheiben, 8. 21. Berlin. 
1935. Dort ist jedoch die halbe Scheibendicke mit 2 bezeichnet. Man vgl. Abb. 4, S. 19 der 
Schrift von Malkin. 
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S;, ,, nach (23) einfach durch Ablesen der Differenz der Funktionswerte der Hyperbel S,. 
Man liest ab S,,; (w; = 0°405- 10-4 s?/m? = 4:05- 10-5 s?/m?; hierbei ist Mafstab 1 
benutzt) = — 1300 kp/cm?, 8,,;4, (w;41 = 0°503- 10-4 s?/m?) = — 1040 kp/cm?; also 
ist S;,, = 700 — (— 1300 + 1040) = 960 kp/cm?. Ebenso liest man ab D,,,; (w;, = 
= 0°405 : 10-4 s?/m?) =.346 kp/em?, Dy.45 (@i41 = 0°503- 10 s*/m*) = 278 kpjem*; 


503 
also ist nach (25) D,,, = 278 + (300 — 346) + Gog = 213 kp/em?. 


Tabelle 3. 
Beispiel: Rotierende und ruhende Scheibe vorgegebenen Profils nach Abb. 3. 


il 2 3 4 5 [ 6 7 ‘ 8 

r u w- 104 y e283 Fy 5% Oy 4o, 
cm m/s 3#/m? cm ‘ y kp/cm? kp/cm? kp/cm? 

Scheibe in Drehung 

50 167 | 0°405 4:00 = | 500 200 =e 
45 141 0°503 — 0°428 586 374 — 

40 126 0°629 3 a + 0°276 696 686 + 189 
30 94 1131 4:00 + 0°275 745 758 208 
25 79 1°603 5°75 + 0°305 | 735 633 193 
20 63 2°703 8°00 + 0°281 | 779 473 133 
16 50 4°000 10°80 + 0°259 847 292 76 
12 38 6°944 13°30 + 0°189 1061 34 | 6 
10 31 10°472 —— 1315 — 202 —_— 

1 9 10 11 12 13 14 15 16 

%% oy 

r 48; i Si =S;—48;| 4D; Dj Dj =Dj-4Dj)_ pjem? kp/cem? 
cm kp/cm? | kp/cm? kp/cm? kp/cm? kp/cm? kp/cm? 


nach Grammel 


Scheibe in Drehung 


50 arg 100 Le 100 — 300-300 500 200 
45 — 208 960 = | 1168 + 112 213 [101 584 360 
40 + 245 1383 1138 — 132 107 hn 688 675 
30 270 1503 ~ | __1233 = D465 0 ae ee 133 733 749 
25 251 1368 1117 ats 108 "7-337 724 632 
20 173 1252 eae 1079 — 93 3071 400 147. | 473 
16 99 113977 1040 — 53 555* | 608 821 300 
12 8 1095 =| 1087 —41! 102647 _1030 1029 49 
10 = 1113 _ See COR | me itaerecme eT PP es or 
| | | 
1 17 18 19 20 | 21 22 23 
(D;’ a Dj, i) 
r Di 5 Dj —D, 4 Wit Di+1 | Si i $14-S1i41 Si+1 
cm kp/cm? kp/cm? ? ito: kp/cm? kp/em? kp/em? kp/em? 
kp/em* 


Scheibe in Drehung 


50 S400) mn AO ae ee 300 — 1283 700 
45 278“ = 177_ | — 221, 221 — 1033 ae ie 950 
40 222 3 80 eee — 827 a 1374 
30 Ps Set OE eee cee ee" — 459 ae 1506 
25 887 —F 149 | + 252. [+ 101 — 324 araee 1368 
20 52“7 ~~ 348 12+ 529, 7™ 304 — 192 a 1249 
16 28“ 580__1 e+ 1007, [> ™ 657 — 130 pipe 1141 
12 20 T ROLOS oh gael 1520, [= 1027 — 75 ce 1095 
10 13+ ——— — = 1633 — 50 mms 1112 


Zur Berechnung rotierender Scheiben vorgegebenen Profils. 169 


1 24 25 26 27 28 29 30 81 32 33 34 
oe y 
r Ae o,° A 4S s 1 q 4D D 7 * ial Pe 
FA o , Fi ‘ : g 
cm kp/em? | kp/em? pant inion kp/em? os kpjem* kp/em? as aera at the 
| 34 ee 
wy s nach Grammel 
Scheibe in Ruhe 
50 100 0} — ~ 100, | 100 | — 100/100 | 100 0 
45 Bit 18 Se BT 1007] 93 | —4 12447128 | 112] —12 
40 127,| —34| —94| <=12-2! 99 105 + 66 | 1604 153| 127| —34 
30 tor} 66} 98" | — 91 1054] 136 29 2774" 260 190 | — 85 
25 959 b= 197. |= 86» |= 42 1367] _183 25 36977 344 | 264 | — 119 
20 381 | — 198|—56 | —73 1837256 39 580-| 541 | 363 | — 181 
16 528 | — 272|—70 | —91 256 347 | 49 799 750 | 521 | — 273 
12 824 | —477|—90 |—117 | 347%] 464 63 | 13014-1238 | 832 | — 492 
10° 7 1168) —6e4 |  — = 464 a ae 18537. — | 1137 | — 676 


Die hier zeichnerisch erledigten, durch die Gl. (23) und (25) vorgeschriebenen 
Operationen k6nnen natiirlich auch rein rechnerisch durchgefiihrt werden, wozu 
man noch einige Spalten bendtigt, die an die Spalte 16 anschlieBen. Die Spalte 17 
gibt die nach (16b) errechneten Hyperbelwerte D,,,, Spalte 18 die in Gl. (25) er- 
forderliche Differenz D,’ — D,,;, wobei die Werte D,’ schrittweise nach Spalte 14 
aus den bereits aus den Spalten 17 bis 20, wie unten angegeben, berechneten Werten 
Od 

aK 

wieder. In Spalte 20 ist schlieBlich die Summe der Spaltenwerte von 17 und 19 an- 
gegeben, wobei jedoch gemaB (25) die Summierung im Sinne der linken strichlierten 
Doppelpfeile zu erfolgen hat, waihrend das Ergebnis, wie es die rechten strichlierten 
Pfeile angeben, einzutragen ist; z. B. 278 — 57 = 221. Die Spalte 21 ergibt die 
nach (23) zu ermittelnden Hyperbelwerte S,,; an, wihrend ihre Differenz in Spalte 22 
zwischen die Zeilen der zu subtrahierenden Werte eingetragen ist. In Spalte 23 sind 
schlieBlich die nach Gl. (23) berechneten Werte S;,, aus der nachst tieferen Zeile 
ersichtlich. Z. B. 950 = 700 — (—- 250); 1374 = 1168 — (— 206), wobei die Werte 700, 
1168... der Spalte 11 entnommen wurden. 

Die Ergebnisse der Spalten 13 und 20 und ebenso die der Spalten 10 und 23 
miissen ungefahr miteinander iibereinstimmen. Das ist beziiglich der Spalten 13 
und 20 in geringerem Mae der Fall, doch wurde von einer Neuberechnung von oo, 
o, und damit 4o,, AS, AD Abstand genommen, da die Korrekturen klein geblieben waren. 

Um nun auch der zweiten Randbedingung o,, = — 75 kp/cm? zu geniigen, be- 


fiir D,; entnommen werden miissen. Spalte 19 gibt die Werte (D,’ — D,,;) 


rechnen wir mit Grammel einen Ruhespannungszustand der Scheibe, dessen Radial- 
auBenspannung o,, = 0 sein mu8, da nur dann die mit einer Konstanten % multi- 


plizierten Spannungen o,, o, des Ruhespannungszustandes, sofern man sie den Span- 
nungen des eben ermittelten Bewegungsspannungszustandes tiberlagert, es gestatten, 
der bereits erfiillten Randbedingung o,, fiir r =r, weiterhin zu geniigen. Fur o,, 
werden mit Grammel willkiirlich o, ° = 100 kp/cm’ gewihlt. Die Uberlagerungs- 
konstante x wird nun so bestimmt, dab o,, fiir r= 1; erhalten wird. Ist allgemein o,,” 
die Radialinnenspannung des Bewegungsspannungszustandes und o,,° die des Ruhe- 
spannungszustandes, so mu also o,, = 0,,° —- # o,,° sein. Dies bedingt die Losung!® 
Or, — Or,” 
la 6a 
"13 Man vgl. Gl. (10), 8. 15, a. a. 0.2 i 
Ingenieur-Archiv IX, 2—3. 12 
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Nur fiir den Ruhespannungszustand gilt gemaB (21a, b) die Feststellung, daf 
die Erweiterung der Randspannung o,,, o,, mit derselben Konstanten x auch eine 


Erweiterung der Spannungen a,, o, lings ihres ganzen Verlaufes um dieselbe Konstante x 
bedingt!4. DaB diese Superposition nach dem Verfahren von Donath nicht ohne 
weiteres moéglich ist, wurde schon eingangs erwahnt”’. 

In der vorliegenden Weiterfiihrung des Donathschen Verfahrens gestaltet sich 
nun die Ermittlung des Ruhespannungszustandes auBerordentlich einfach und laBt 
sich gem&B (17a; b) zeichnerisch durch wenige Ursprungsgeraden erledigen. 

Wegen o,,° = 0 und o,,° = 100 kp/cm? ist nach (18a, b) S = D'= 100 kpjem* 
fir r =r, = 50cm. Wegen (17a) bleibt S = K,° = S’, so daB also lings der Pfeile 
die von Spalte 29 zur Spalte 28 weisen, keine Anderung eintritt. Hingegen aindern 
sich die D’-Werte der Spalte 32 durch die geméB (17b) angezeigte Beziehung linear 
mit w zu den Werten D der Spalte 31 ab, was natiirlich wieder zeichnerisch und 
rechnerisch durchgefiihrt werden kann. Fiir w;, = 0°405- 10-4 s?/m? = 4°05 - 10° s?/m? 
mu D; = 100kp/cm? sein, somit mu8 nach MaBstab 1 der Punkt B die Abszisse 4°05 cm 
und Ordinate 1 cm erhalten. Die Ursprungsgerade OB wird von der Ordinate mit 
der Abszisse 5°03 cm im Punkte C getroffen, dessen Ordinate die Zeichnung mit 1°24 cm 
ergibt, dem D; ,, = 124 kp/cm? entspricht. Im Schaubild 2 sind die Ursprungsgeraden, 
die zum Bewegungsspannungszustand gehoren, strichliert, diejenigen, die zum Ruhe- 
spannungszustand gehoren, strichpunktiert eingezeichnet. 

Die Spalten 24 und 25 enthalten die ermittelten Werte von o,° und o,°, 26 und 27 
enthalten die nach den Gl. (9a) mit z = 0 und (10a) zu ermittelnden Werte von Ao, 
und AS, wihrend die Spalte 28 die Werte S und 29 die Werte S’ = S — AS enthalt. 
Spalte 30 bringt dann die nach (10b) ermittelten Werte 4D, Spalten 31 und 32 ent- 
halten analog D und D’ = D— AD. Die Spalten 33 und 34 endlich bringen die 
Grammelschen Vergleichswerte fiir o,° und o,°, die mit den hier ermittelten sehr gut 
iibereinstimmen. , 

Bei jedem Ersatz der Zeichnung durch die Rechnung wurde diese mit einem 
25-cm-Rechenschieber erledigt. 


Es ergab sich neben dem geforderten Wert o,, = — 75 kp/cm? der Radial- 
spannung an der Bohrungswandung im Falle der Bewegung o,,° = — 202 kp/em’, 


o,° = — 694 kp/cm?. Da der erstere Wert relativ ziemlich stark vom Grammel- 
schen Wert o,,” = — 158 kp/cm® abweicht, hat seinen Grund in dem unmittelbar 


vorher stattfindenden Vorzeichenwechsel von o, und weist darauf hin, daB die ge- 
wahlte Treppenkurve als Anniherung an das gegebene Profil in der Nahe der Nabe 
eigentlich noch verfeinert werden miiBte. Trotz dem sich hier nach Gl. (26) ergebenden 
— 75 + 202 

Wert x = mn 4. = — 9183, der vom Grammelschen Wert ziemlich stark 
abweicht, wird das Ubereinanderlagerungsergebnis wegen der absolut fiir die meisten 
r-Werte viel kleineren Werte des Ruhespannungszustandes, die eben noch mit den 
kleinen x-Werten multipliziert werden miissen, nur wenig beeinfluBt. 

In der Tab. 4 sind in den Spalten 2 und 3 an den Sprungstellen nach dem 


A 3 il 1 
2 aes 
Vorgange von Grammel? die Mittelwerte 09, = pry Ady und Oy, = Oy = > Ao, 


“4 Man vgl. a. a. O.*, 8. 6, die dortigen Gl. (7) fiir die Integrationskonstanten, die neben 
Gliedern mit On On, noch solche mit w? enthalten. Dasselbe Ergebnis liefern auch unsere Gl. (1) 
und (2) fir die Integrationskonstanten 6, und by. 

15 Diese Liicke des Donathschen Verfahrens betont auch J. Malkin, a. a. OST Ss 38; da- 
selbst sehr bestimmt. Dort wird auch die hier durchgefiihrte Vereinfachung des Donathschen 


Kurvenblattes hinsichtlich der Kurventransformation angedeutet. Man vgl. hiezu auch 
R. Grammel!, 8. 218. 
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der Spannungen fiir den Bewegungszustand und in den Spalten 4 und 5 ebenso fiir 
den Ruhestand angegeben. Die Spalten 6 und 7 geben die endgiltigen Spannungs- 


werte und die Spalten 8 und 9 die von Grammel ermittelten Vergleichswerte an. 
Die Ubereinstimmung ist durchwegs befriedigend. 


Tabelle 4. Die mit x = —0°183 aus den Sprungmittelwerten Opm Und o,, ermittelten 
endgiultigen Spannungswerte und die Grammelschen Vergleichswerte der Scheibe 
vorgegebenen Profils nach Abb. 3. 


et ar; dae a iaNireea 6 7 8 9 
Bewegung Ruhe Endgiiltige Spannungswerte Vergleichswerte nach Grammel 
: me ‘ hn) Op op Op 
Sprungmittelwerte Sprungmittelwerte kp/em?® kp/om? ip/em? enon 
| ° a ° alr ; 
T 6, 6, o o < ° ° ° ° 
eh ra er kpjom* Mes aer ) kpjom? Spm > *F om| Wmt*Frm|lomt*F om| %Ymt*2 rm 
50 500 200 100 | 0 482 200 488 200 
45 610 | 454 Pe |) tab 590 457 593 439 
40 668 | 596 128 = 29 645 601 644 586 
30 714 | 654 190: | = 74 678 668 678 655 
25 706 | 536 258 — 99 659 554 663 548 
20 759 | 406 373 —170 691 437 682 426 
16 836 | 254 518 — 237 741 297 744 290 
12 1060 | 31 811 — 432 912 110 924 100 
10 1315 | — 202 1158 — 694 1103 — 75 1106 — 75 


(Eingegangen am. 13. Mai 1955.) 


Spannungen infolge nicht stationarer Temperaturfelder. 
Von E. Melan, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es werden zunachst die allgemeinen Ausdriicke fir die Spannungen in 
einer diimnen Scheibe infolge eines zeitlich veranderlichen Temperaturfeldes angegeben und dann 
als Beispiel die Warmespannungen bestimmt, welche in einer unendlich ausgedehnten diinnen 
Scheibe entstehen, wenn in einem Punkte eine Warmemenge plotzlich aufgebracht wird. 


Summary. First the general expressions are given for the stresses in a thin disc due to a 
temperature field variable with time. As an example, the thermal stresses are determined which 
originate in a infinite thin disc when an quantity of heat is suddenly applied at one point. 


Résumé. Tout d’abord, sont indiqués les termes généraux pour désigner les efforts occasionnés 
dans un mince disque par un champ de température variable par rapport au temps, et ensuite, 
a titre d’exemple, les efforts thermiques nés dans un mince disque d’une étendue infinie, lorsqu’une 
quantité de chaleur est soudainement appliquée sur un endroit déterminé. 


Die Verteilung der Temperatur 7’ in einer diinnen Scheibe ist durch die Differential- 
gleichung vem ce ee (1) 
bestimmt, worin a die Warmeleitzahl, t die Zeit und A den Laplaceschen Operator 
bedeutet. Will man die Warmespannungen berechnen, die durch dieses Temperatur- 
feld entstehen, so beniitzt man vorteilhaft das thermisch-elastische Verschiebungs- 
potential, welches durch die Differentialgleichung 


Ay = (1 +4) «7 (2) 
gegeben ist!. « bedeutet das Verhaltnis der Quer- zur Liingsdehnung, « den Warme- 
ausdehnungskoeffizienten. 


1 Siehe Melan-Parkus: Warmespannungen infolge stationérer Temperaturfelder. Wien. 1953. 
‘ 12* 
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Auf ebene Polarkoordinaten bezogen hat der Laplacesche Operator die Form 


e é Ge 
| 
A= er: | ror vis og 
und die Spannungen ergeben sich aus den Gleichungen 
ow ay oy ey 
oe a eet reraas) ae 2G rage ge on? (3) 


wenn G den Gleitmodul bedeutet. 


Es geniigt vorerst ein beliebiges partikulares Integral der Gl. (2) zu kennen, das 
sich wie folgt beschaffen 1aBt: 


Differenziert man die Gl. (2) nacht, so erhalt man nach Vertauschung der Operations- 


folge linker Hand 
0 oT 
A (Pe 


Hierin der Wert von fe nach Gl. (1) eingesetzt, ergibt 


é 
Sf =(1+p) «a AT, 
also 


y=(l+p)a«a\ T dt. (4) 


Die Spannungen, welche nunmehr nach den Gl. (3) bestimmt werden kénnen, 
werden im allgemeinen nicht die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillen. Dies 
1aBt sich jedoch durch die Uberlagerung einer Lésung fiir 7 = 0 mit entsprechenden 
Randwerten erreichen. Es ist dies eine Fundamentalaufgabe der Theorie der Scheiben, 
die mittels der Spannungsfunktion von Airy zumeist gelést wird. 


Als einfaches Beispiel sei der Spannungszustand in einer diinnen Scheibe von der 
Dicke 6 berechnet, die sich allseitig ins Unendliche erstreckt, wenn zur Zeit ¢ = 0 
im Koordinatenursprung r= 0 die Warmemenge W aufgebracht wird. Mit der 
Zeit verteilt sich W wtber die ganze Scheibe; wegen der unendlichen Aus- 
dehnung der Scheibe betragt nach unendlich langer Zeit die Temperatur wieder 
Null. 


Die axiale Symmetrie bedingt das Verschwinden der Ableitungen nach » und 
es ist also eine Losung der Differentialgleichung (1) 
er oT oT 
a( or? 35 “a)= ot 
oT 


mit nachstehenden Randbedingungen zu finden: fiir r —> co ist zu jeder Zeit ¢ >a = 9; 
fir ¢ > 0 ist 7 = 0 fir alle r mit Ausnahme eines kleinen Bereiches um r — 0. 


Die Lésung, die diesen Bedingungen geniigt, ist bekannt®. Sie lautet 
24. er 
iat scr 5 
Weil nach unendlich langer Zeit ¢ —> co tiberall die Temperatur 7’ = 0 herrscht, 
hat sich die Warmemenge W zur Gianze tiber die unendliche Scheibe verteilt, so daB 
durch eine Zylinderfliche 2ra6 mit dem Radius r die gesamte Wirmemenge W 


geflossen sein mu. Da nach der Theorie der Warme in der Zeit dt die Warmemenge dW 


dW = —2rn 26 
rT 


* Siehe z. B. Frank-Mises: Die Differentialgleichungen und Integralgleichungen der Mechanik 
und Physik, II. Bd. 
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durch diese Zylinderflache austritt (A bedeutet die Warmeleitfaihigkeit) und weil 


wird 


co 
2 
22 16M —7 dt 
2-5 é Tar 
4a? ? 


Nun ist 


und man erhalt sonach 


22Ad6M Wa 
i, who M = =. (5) 


Das thermisch-elastische Verschiebungspotential wird demnach nach Gl. (4) 


y= (1+ 42) Pawnee at 
Die Substitution 
ee 
~ 4au 
fiihrt auf 
ik ( du 
2 — a + pt) 0-5 M \ ¢-u—— 


und wenn man, um zu bekannten Funktionen zu gelangen’, 


| enw Se = (2) 


nennt, so wird 


1 2 
y = (1 +m) ay MP(zoy} 
Zur Bestimmung der Spannungen nach Gl. (3) bendtigt man die Ableitungen 
von y nach r. Definitionsgema8 ist 


dF (#{r}) 8) db. 
dr ee] Or) dr 
: bt i Fall pee ae 
und dies ergibt in unserem Falle mit [-= 37; 
2 
ow ME ae 
Dorie Hee. = 


ee -fj.1 1 
= (l+yu)«Me pele ers +=). 
Mit diesen Werten finden wir die Gl. (2) bestitigt; fiir die Spannungen ergeben 
sich nach den Gl. (3) mit Verwendung des Elastizitaitsmoduls 
B=2G(1 +p), 


2 2 


7 
1 -zZ 1 1\ -ay 
0,,=HaM ze ade Gop = Ba M(so7 + qe fat. (6) 


Die Spannungen miissen aber folgenden Bedingungen gentigen: fiir 7 — co mtissen 
o,, und o,, fiir jede Zeit ¢ verschwinden, eine Forderung, die unsere Losung bereits 


erfiillt. 
3 Siche Jahnke und Emde: Funktionentafeln, wo Hi (—iz) = —F (z) gesetzt ist. 
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Ferner muB fiir ¢ > co die Scheibe spannungslos sein, denn zu dieser Zeit hat die 
Temperatur 7' in der ganzen Scheibe bereits auf Null abgenommen. Diese Bedingung 


sy 
M 
00 


GO 


12 


Abb. 2. Verlauf der Normalspannungen. 


ist aber nicht erfiillt, denn fiir t — co be- 
tragen die Spannungen 


Ha M 


Opp == 09 Oe re 


Um diese Spannungen zum Verschwinden 
zu bringen, tiberlagern wir den bekannten 
Spannungszustand einer Scheibe ftir 7’ = 0 
und beliebige Zeiten ¢ 


EaM 


ga 2 


Abb. 3. Verlauf der Tangentialspannungen. 


der entsteht, wenn in = 0 eine allseitige Dehnung auftritt und dies gibt die endgiiltige 


Losung 


HaM 
re 


0, 


re 
lr e wnt) 


Oy r 


PP 


re 


Jeo Hr a. 


—HaM 
ye 


2 
2at 


i 


Der Verlauf von 7’, o,, und o,, ist als Funktion von r fiir verschiedene Werte 
atin den Abb. 1 bis 3 dargestellt. Man sieht, da8 im ersten Augenblick die Spannungen 


die Werte 


(ey —=— = 
ate ye 


EaoM 


BHaM 
ge 


i Square 


W. Mudrak: Zu den Waagerechtschwingungen von Dampfturbinenfundamenten. 175 


besitzen. Ist a = 0, liegt also ein idealer Isolator vor, dann bleibt dieser Spannungs- 
zustand dauernd bestehen; bei dem Grenziibergang ist zu beachten, daB M fiir a — 0 
emen endlichen Wert besitzt, weil das Verhiltnis a/A ebenfalls endlich bleibt. 

Fiir a > 0 nehmen mit wachsender Zeit die radialen Druckspannungen o,, ab 
und verteilen sich dabei immer gleichmafiger iiber die Scheibe. Die Ringspannungen 
Op, zeigen ein wesentlich anderes Verhalten. Um r = 0 beginnt sich sofort ein Gebiet 
mit Druckspannungen auszubilden, welches mit wachsender Zeit immer breiter wird 
und die Ringzugspannungen immer weiter nach auBen abdrangt. Aus der Bedingung 
0», = 0 erhalt man fiir die Stelle, an der die Ringspannung verschwindet, 


r = 1:1209 /4 at. 


Die Ringzugspannungen erhalten ihren gréBten Wert, entsprechend der Gleichung 


doo 


dr = 


an der Stelle 
r= 17927 /4at 
mit 


0 = E « M 0°21824 |/4 at. 


? Pmax 
In r= 0 sind fiir ¢ > 0 sowohl Radialspannungen als auch Ringspannungen 

Druckspannungen und gleich groB, so daB sich um r = 0 ein Gebiet mit annahernd 

allseitigem Druck bildet, welches sich mit wachsender Zeit vergréBert, wobei beide 

Spannungen gegen Null abnehmen. 

(Hingegangen am 28. Februar 1955.) 


Zu den Waagerechtschwingungen von Dampfturbinenfundamenten. 
Von W. Mudrak, Graz. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. In Erweiterung einer Anregung von J. Geiger, bei der Ermittlung der 
Higenschwingungszahlen tischférmiger Dampfturbinenfundamente auch die Verformung der 
Tischplatte zu beriicksichtigen, wird der Untersuchung ein raéumliches Rahmensystem zugrunde 
gelegt. An einem Beispiel werden die Unterschiede gegentiber der Berechnungsweise mit starrer 
Tischplatte aufgezeigt und die Ursachen erortert. 


Summary. When determining the natural frequencies of bench-type steam turbine foundations, 
the deflection of the bench plate should also be considered according to J. Geiger’s suggestion. 
This suggestion is extended in the following paper, and a spatial frame structure is taken as a 
starting point of the investigation. The differences between this method of computation and 
the other assuming a rigid bench plate are shown by means of an example, and the causes are 
explained. 

Résumé. Compte tenu, a linstigation de J. Geiger, de la déformation du dessus de table 
pour déterminer les fréquences propres de la fondation en forme de table d’une turbine & vapeur, 
Von base la recherche sur un systéme de cadres dans l’espace. On démontre sur un exemple les 
différences par rapport & la méthode de calcul dans le cas d’une dalle rigide, et on en recherche 
les raisons. 


I. Allgemeines. 


Fundamente fiir Dampfturbinen werden in der Regel als réumliche Rahmen 
erstellt, wie beispielsweise in Abb. 1 schematisch dargestellt. Wegen ihres Aufbaues 
aus biegesteifen Riegeln und Stielen, die in der gemeinsamen starken Grundplatte 
eingespannt sind, werden sie auch Tischfundamente genannt und der aus den Lings- 
und Querriegeln gebildete waagerechte Rahmen als Tischplatte bezeichnet. Solche 
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Tragwerke stellen schwingungsfaihige Gebilde dar; um ihr Verhalten im Betrieb 
beurteilen zu kénnen, miissen ihre Eigenschwingungszahlen bekannt sein. Ent- 
sprechend der tiblichen Ausbildung mit einer lotrechten Symmetrieebene kann der 
Rahmen einerseits lotrechte Schwingungen, anderseits waagerechte Langs- (parallel 
zur Symmetrieebene) und Querschwingungen ausfiihren. Im folgenden sollen nur die 
zuletzt genannten Eigenschwingungen betrachtet werden. 
Bei diesen Querschwingungen werden die Riegel auch in der Ebene der Tischplatte 
auf Biegung beansprucht werden. Sind sie jedoch hinreichend steif ausgebildet, so 
ae k6énnen wir von ihrer Verformung absehen 
| und nach den Vorschriften! die Gesamt- 
schwingungen einer starren Scheibe zu 
Grunde legen, die durch die Quer- und 
Langsrahmen elastisch gestiitzt ist. Sehr 
haufig sind aber einzelne Stabe, vor allem 
die Zwischenquerriegel, aus betrieblichen 
Griinden recht schwach bemessen, so dab 
die obige Voraussetzung einer starren 
Scheibe nicht gegeben ist. Daher mu in 
solchen Fallen die Verformung der Tisch- 
platte beriicksichtigt werden. Dies geht wohl 
Abb. 1. Schema des Systems. auf eine Anregung von J. Geiger? zuriick, 
der schon vor einiger Zeit empfahl, die Form- 
ainderung der Liangsriegel zu beachten. In einer Zuschrift wies E. Rausch® auf den 
Einflu8 der Verformung der Querriegel hin, doch wurde auch hier die Tischplatte 
nicht als Ganzes betrachtet, sondern jeweils nur ein Quertrager mit den anschlieBenden 
Liangsriegelfeldern, die in der Ebene der Nachbarquerrahmen als eingespannt angesehen 
wurden. Auch blieb die Steifigkeit der Stabe gegen Verdrehung unbeachtet. Nun 
ist aber die Untersuchung raumlicher Rahmentragwerke mit Einschlu8 aller von den 
Staiben gebotenen Steifigkeiten im baustatischen Sinne schon vor einiger Zeit von 
H. Beer* und V. Kupferschmid® gezeigt worden. Mit diesen Verfahren kénnen 
somit auch genauere Eigenschwingungszahlen ermittelt werden. An einem Beispiel 
sollen auch die gegeniiber der Berechnung mit starrer Tischplatte auftretenden Unter- 
schiede der Higenfrequenzen festgestellt und die Frage behandelt werden, ob die mit 
Beriicksichtigung der Verformung der Tischplatte bestimmten Frequenzen stets 
besser als jene bei Vernachlassigung dieses Einflusses sind. 


|e 49 |e Slt = 


II. Voraussetzungen und Berechnungsvorgang. 


Im folgenden soll der raumliche Rahmen als ein System aufgefaBt werden, das aus 
lauter Staében konstanten Querschnittes besteht, wobei die Stiele in der starr und 
unverschieblich gedachten Grundplatte eingespannt seien. Ein Kopplungseinflu8 
zufolge nachgiebigen Baugrundes ist in ihnlicher Weise wie iiblich zu erfassen. Mit 
den unter ¢ und ° erwihnten Verfahren kénnen wir zu jeder vorgegebenen Verschiebung 
¢. = 1 der Knotenfigur die zugehérigen Stiitzstabkrafte Z;, angeben, und damit 

* DIN 4024 — Stiitzkonstruktionen fiir rotierende Maschinen (vorzugsweise Tischfundamente 
fur Dampfturbinen), Ausgabe Januar 1955. 


* J. Geiger: Uber Waagerechtschwingungen bei Dampfturbinenfundamenten. Schweiz. 
Bau-Ztg. 68, 424—426 (1950). 


* EK. Rausch: Zuschrift zum Aufsatz von Dr. Josef Geiger tiber Waagerechtschwingungen 
bei Dampfturbinenfundamenten. Schweiz. Bau-Ztg. 70, 322 (1952). 


* H. Beer: Beitrag zur Berechnung von riumlichen Rahmensystemen mit beweglicher 
Knotenfigur. Osterr. Bau-Z. 3, 103—110 (1948). 


° V. Kupferschmid: Ebene und ritumliche Rahmentragwerke. Wien: Springer-Verlag. 1952. 
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umgekehrt den gesamten Verschiebungszustand ¢; , infolge der Kinheitskraft Z, = 1. 
In letzterem Fall umfassen die Zeiger i und k nicht nur die Knotenpunkte des Systems 
im engeren Sinn, die durch Stiitzstiibe zu einer unbeweglichen Knotenfigur gemacht 
werden, sondern iiberhaupt alle mit Massen besetzten Punkte, in denen daher bei 
Schwingungen Trigheitskrifte geweckt werden. Wegen der Antimetrie der auf- 
tretenden Verformungszustiinde ist es zweckmibig, die Verschiebung der beiden 
Langsriegel parallel zur Symmetrieachse von vornherein als gegengleich in einer 
Verschiebungsgruppe anzusetzen. In dem als Beispiel gebrachten Fall sind also die 
in Abb. 2 skizzierten vier Verschiebungsfille zu betrachten. Diesen entsprechen 
ebenso viele Belastungsgruppen bzw. auch Einzelkriafte Z; Um auch die an weiteren 
Punkten des Systems auftretenden 
Massenkrafte zu erfassen, sind auch die 
Verschiebungen infolge der dortselbst 


é-7 


angenommenen Einheitskrifte — ge- 
gebenenfalls in beiden Achsrichtungen L--~ Lie es ea 4 “4W/2 
angebracht — zu bestimmen. 7" {& \7 ae a 
Infolge einer Eigenschwingung des 
Systems fer ah Gia7 
w,; (t) = w;sinat CR te pear al L4a/p ‘| ‘ \| “v2 
treten in den einzelnen Massenpunkten Sere \ eee 
die Trigheitskrifte ae ae “44fp “fe 
{2 |X {Zz ee 12 
d*w; G; — 9: . 
P,Q) = m: je. q MO wt 


(2) Abb. 2. Verschiebungsfalle und Sttitzstabkrafte. 
auf und kénnen als aufBere Belastungen eingefiihrt werden. Es erscheint ausreichend 
genau, die Massenbelegung in einzelnen geeigneten Punkten zusammenzufassen. Dies 
erscheint schon deshalb zulassig, weil die Tischplatte zwar nicht starr, aber immerhin 
noch sehr steif sein wird, so da der Unterschied der Biegelinien nicht sehr erheblich 
ist; auch kénnte bei Bedarf durch eine Verteilung der Gesamtmasse auf mehr Teil- 
punkte die Genauigkeit beliebig gesteigert werden, wobei nur der Arbeitsumfang 
ansteigt. AufBerdem geben die von maschinenbaulicher Seite gelieferten Angaben 
iiber die Lastverteilung die tatsiichlichen Verhaltnisse nur sehr grob wieder. Jedenfalls 
sind die so entstehenden Fehler nicht groBer als die durch weitere Vernachlassigungen 
(Ausmittigkeiten usw.) begangenen. Zugleich wird der auch sonst tibergangene KintluB 
der Drehungstragheit unterdriickt. 

Mit den oben erwahnten ¢;,-Werten folgen aus den Triagheitskraften die Ver- 
schiebungen 


nr 
LCR : a ye 
w; SDN ee w,o? sinwt=w,snwt (3) 
k=1 
oder 


f=1 
Hierin stellen die w die Komponenten des gesuchten Verschiebungszustandes dar; 
der Zeiger k durchlauft alle Massen bzw. Massengruppen, zu denen die Hinzelmassen 
wegen gleicher Verschiebungen zusammengefaBt werden kénnen. Beispielsweise er- 
fahren alle auf dem mit ,,2‘‘ bezeichneten mittleren Querriegel sitzenden Massen die 
gleiche Querverschiebung w, und werden daher in obiger Gleichung gemeinsam als 
m, eingefiihrt. 
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Das in den w, homogene Gleichungssystem fiihrt auf die Eigenwerte w, und die 
zugehorigen Eigenlosungs-Satze w,”). Praktisch erfolgt die Losung durch Iteration. 
Ausgehend von einem Naherungssatz von Werten #,, den wir in die rechte Seite der 
Gl. (4) einfiihren, erhalten wir — abgesehen von einem gemeinsamen konstanten 
Faktor — verbesserte Groen w,;. Durch Wiederholung dieses Vorganges gelangen 
wir bekanntlich® zu einem Wertesatz, der der niedrigsten Eigenlésung, also der tiefsten 
Eigenschwingungszahl, entspricht. Die Iteration ist so lange fortzufiihren, bis an 
allen Punkten dasselbe Verhaltnis zwischen Ausgangs- und Endwert eines Schrittes 
herrscht. Hieraus folgt 


rrp) 
Opn a a fiir alle 7. (5) 


. — (1) 
PS Cin Gy Wr, 
k=1 


Um die auf verschiedenen Wegen gewonnenen Verschiebungen miteinander vergleichen 
zu kénnen, wollen wir sie so normieren, dah 


> Gx Wie = D: Gy. (6) 
7 1 


Um Oberschwingungen zu finden, die oft auch Bedeutung haben kénnen, gehen wir 
von einem Wertesatz aus, der zu den w,‘ orthogonal ist, so daB 


em Gi, w,? Wy = 9. (7) 
1 


Ware die Orthogonalitét vollkommen und nicht durch die gewahlte Stellenzahl 
begrenzt, so miiBte die Iteration auf die zweite EHigenloésung fiihren. Wir werden daher 
gezwungen sein, stets nach einigen Schritten neuerlich zu orthogonalisieren, um eine 
Reinigung von der stets mit enthaltenen ersten Losung vorzunehmen. Auch ist die 
Konvergenz diesmal etwas langsamer. Fir weitere Oberschwingungen miiBten wir 
aihnlich vorgehen und stets dafiir sorgen, da Orthogonalitét zu allen vorherigen 
Lésungen erfiillt ist. Die Arbeit steigt dementsprechend an. Fiir praktische Zwecke 
wird es meist hinreichen, die beiden tiefsten Eigenschwingungszahlen und die zu- 
gehorigen Schwingungsformen festzustellen. Im folgenden Beispiel soll dies geschehen 
und das Ergebnis der Rechnung mit starrer Tischplatte gegeniibergestellt werden. 


UI. Beispiel. 


In dem in Abb. 1 dargestellten Rahmen stellen die eingetragenen Lingen bereits 
die nach den Richtlinien verminderten Stablangen dar, wodurch die Wirkung der 
steifen EKcken usw. annahernd erfaf8t werden soll. In Abb. 3 sind jedem Stab die 
zugehorigen bezogenen Steifigkeiten beigeschrieben, die der Reihe nach einer Ver- 
drehung des einen Stabendes um die x-, y- und z-Achse entsprechen. Als Bezugsstab 


wurden die quadratischen Stiele gewahlt, die mit H J, = 1344000 tm? und J, = 5:25 m 
EJ, 
l 


eine Steifigkeit = 256000 tm besitzen. Um der Antimetrie Rechnung zu tragen, 


wurden bei den drei Querriegeln die Biegesteifigkeiten mit dem 1‘5fachen und die 
Torsionssteifigkeiten mit dem doppelten Wert eingefiihrt, so daB sich die Betrachtung 
auf die vordere Rahmenhilfte beschrinken kann. An den Knotenpunkten wurden 
in gleicher Weise die aus den anlaufenden Stiiben resultierenden Summen als Knoten- 
steifigkeiten angeschrieben. 

Die Verteilung der Massen bzw. der Gewichte (in t), fiir die die Untersuchung 
durchgefiihrt werden soll, ist in Abb. 4 wiedergegeben. Bei den Lasten an den Saulen- 


°C. B. Biezeno und R. Grammel: Technische Dynamik, 2. Aufl., Bd. I, S. 163—171. 
Berlin: Springer-Verlag. 1953. 
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képfen ist jeweils ein Anteil des Saulengewichtes in der Héhe von einem Drittel des 
Gesamtgewichtes einer Siiule eingeschlossen. Dieser Wert liegt innerhalb der theoretisch 
abgeleiteten Grenzen. Die Massen der Langsriegel im zweiten Feld und ein ent- 
sprechender Anteil des Maschinengewichtes sind durch die beiden Lasten von je 
36 t in Feldmitte beriicksichtigt. 


Bevor die Ermittlung der Kigenschwingungszahlen nach dem oben dargelegten 
Vorgang erfolgt, soll die Aufgabe unter der Voraussetzung einer starren Tischplatte 
gelost werden. Dies liefert zu- 
gleich brauchbare Ausgangswerte 
fiir die iterative genauere Rech- 
nung. 

a) Naherungsuntersuchung 
(starre Tischplatte). Die bezoge- 
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Abb, 3. Stab- und Knochensteifigkeiten Abb. 4. 
bei antimetrischer Formiénderung. Massenanordnung auf der Tischplatte. 


nen Steifigkeiten der drei Querrahmen gegen die Verschiebung ,,1“‘ des Riegels betragen 
Z, = 0°53550, Z,; = 0°31448 und Z,,;; = 0°67679 m~, so daB die gesamte Riickhaltung 
>) Zq = 152677 m~. Der elastische Schwerpunkt O folgt mit diesen Werten in r = 
= 0°911 m vom mittleren Rahmen aus gerechnet. Je ein Langsrahmen liefert die Steifig- 
keit Z, = 1°10637. Mit Einschlu®B der Torsionssteifigkeit der Stiele von je » = 0°167, 
erhalten wir die Gesamtsteifigkeit der Stiitzung gegen eine Verdrehung der Tischplatte 
um O zu 


; b\2 

D = J)Z9 (eg —r? + 22, (=) + >’y = 38°44781; 
i folgt e@ = —2- = 25-18245 m2 = ~ h Rausch 
hieraus folgt e? = 2 aes 5 oe 5 (nac ausch). 


Die Gesamtlast auf der Tischplatte .§’G = 399°7t hat ihren Schwerpunkt S in 
x = 0°522 m und weist ein Gesamt-Trigheitsmoment um S von J = 6388°35 tm? auf. 


Damit wird 7? = Gis = 15:98286 m2, wihrend der Abstand von S und O zu s = 0°389 m 
folgt. 
Fiir die beiden Schwingungs-Drehpole gelten die Abstande p von S aus der Gleichung 


e? + 82 — 2 
& 


p Dewalt aS) 
mit den Lésungen p, = 24°678m und p, = — 0°648m. Hieraus folgen mit der 
Normierungsbedingung (6) die in Tab. 1 gegebenen Verschiebungen, wahrend fiir die 


Kreisfrequenzen gilt 


2 "2 2 + e2 (@ + s? — e?)2 + 4 §2 62 
a a . (8) 
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iis hacia: mit m ==* — 40°744 tsek2m— und |>’Q = 256000- 
z | w® w,) - 152677 = 390853 t/m. Damit werden w, = 97°17 und 


W, = 123°91 und die Eigenschwingungszahlen n,; = 928 
1 | 1°16802 | — 0°95650 und n,. = 1183 je Minute. 

Se Oe et uae b) Genauere Ermittlung der Schwingungszahlen (ver- 
me ene i ae formte Tischplatte). Auf baustatischem Wege folgten fiir 
4 | 0°09200 | —0:56790 die in Abb. 2 dargestellten Hinheits-Verschiebungen die 


Stiitzstabkrafte : 
Dry =:1°55596, Zig = Zo, = — 1°68147, Z,, = Zy, = 0°63028, Z,, = Za, = — 0°00617, 
Zing = 3°18832, Len = Dy, = SVE a, = — (ies, 2 ee 


Dos = Dog = 1°13452, Zi, = 4°96262 m—. 
Durch Auflosung des Gleichungssystems 


SZ plea Bee =) ae eo 

k=1 
folgen die EinfluBzahlen fiir die Verschiebungen, so da sich diese durch die Belastungs- 
erdBen B; darstellen lassen. Durch eine hier nicht wiedergegebene Zusatzrechnung 
wurden auch die Beiwerte fiir die Belastungen B,, ermittelt, die den Lasten bzw. 
Massen in der Mitte des zweiten Feldes entsprechen. Es wird 


@, = 1:33162 B, + 0°66635 B, + 0°32872 B,, + 0°07843 B, + 0°13522 B,, 
w, = 0°66635 B, + 0°80441 B, + 0°67881 B,, + 0°50091 B, + 0°06914 B,, 
Wm= 0°32872 B, + 0°67881 B, + 0°84071 B,, + 0°83800 B, — 0:00334 B,, 
Ws = 0°07843 B, + 0°50091 B, + 0°83800 B,, + 1:14110 B, — 0°14690 B,, 
w, = 0°13522 B, + 0:06914 B, — 0:00334 B,, — 0°14690 B, + 0°25098 B,. 


Wenn wir vorlaufig mit den verzerrten Verschiebungen und auch mit den Gewichten 
statt den Massen rechnen, so kénnen wir mit den in Abb. 4 unten angeschriebenen 
Lastensummen fiir die einzelnen Linien schreiben: B, = 112°0-w,, B, = 125°9 wy, 
By, = 720wW,, Bz; = 89°8 w;, By, = 3342 w, Setzen wir nun willkiirliche Ausgangs- 
werte fiir die w,, beispielsweise die unter a) in Tab. 1 erhaltenen, in die Ausdriicke 
fir die B,, und diese wieder in die rechte Seite des obigen Gleichungssystems ein, so 
ergibt sich durch Wiederholung dieses 
ersten Iterationsschrittes und Normierung 
des schlieBlich erhaltenen Wertesatzes die 
erste Spalte der Tab. 2. Das fiir alle 
Punkte gleiche Verhiltnis zwischen Aus 
gangs- und Endwert eines Iterations- 
schrittes betrigt A, = 260°066. 


Tabelle 2. 
k vO | w@ 
| 1:08439 | — 1:05844 


1°04983 | + 0°00487 
0°95937 | + 0°68114 
0°82224 | + 1°28972 
0°08221 | — 0°52310 


Abb. 5. Eigenschwingungsformen der ersten 
zwei Frequenzen, Fall a) und b). 
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Ein gema8 (7) zu den w, orthogonaler Satz von Ausgangswerten w,, fiihrt nach 
Iteration und Normierung zu der in Spalte 2 von Tab. 2 wiedergegebenen Lésung 
w, mit 2, = 147°276. In Abb. 5 sind die w, aus a) und b) zum Vergleich dargestellt. 
Der Deutlichkeit wegen wurde der Unterschied beider Biegelinien verdoppelt. Da nun 


WwW; g we) ; —_— 
256000 - —- ey Opp SA Wi, 
wird 
» _ 2560009 


aie aay? 


mithin m, = 98°2681, w, = 130°5836 und die Eigenschwingungszahlen n, = 938°4 und 
Ny = 1247-0 je Minute. 


Dieses Ergebnis tiberrascht, denn die nun gefundenen Eigenfrequenzen liegen iiber 
jenen, die sich nach der iiblichen Berechnung mit starrer Tischplatte ergeben hatten. 
Die Durchfederung der Tischplatte miiBte doch eine Verminderung der Steifigkeit 
des Systems und damit niedrigere Eigenfrequenzen bewirken. Bei der iiblichen 
Berechnung wird aber die Tischplatte nur als in ihrer Ebene starre Scheibe angesehen; 
die 'Torsionssteifigkeit der Querriegel bedingt jedoch eine so groBe Aussteifung der 
Langsrahmen, da sie die Durchbiegung der Langstriger mehr als ausgleicht. Die 
einseitige Beriicksichtigung der Nachgiebigkeit der Langstraiger kann daher zu einer 
Verschlechterung der Ergebnisse fiihren. 


IV. SchluB8folgerung. 


In solchen Fallen, wo die Quertraiger dank ihrer Torsionssteifigkeit noch eine 
merkliche Erhéhung des Widerstandes der Langsrahmen erwarten lassen, empfiehlt 
es sich, die Untersuchung ahnlich wie im vorliegenden Beispiel auf einem raumlichen 
Rahmensystem aufzubauen. Dies wird insbesondere bei tief abgestimmten Funda- 
menten zu beachten sein, um durch die zu erwartende Erhohung der Frequenz nicht 
zu nahe an die Betriebsdrehzahl zu kommen. 

(Eingegangen am 15. April 1955.) 


Die Durchschlagslast von Platten. 
Von H. Nylander, Stockholm. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Der Durchschlag von Platten mit Aufwartswélbung wird ausgehend 
von den Differentialgleichungen fiir initial deformierte Platten mit groBen Durchbiegungen 
studiert. . 

Die initiale Aufwartswélbung ist affin zur Zusatzdurchbiegung gewahlt. Die Lésung fiir 
die initial ebene Platte wird ausgenutzt. . 

Fiir diese wird der Zusammenhang zwischen Belastung und Durchbiegung approximativ 
geschrieben: 


Die Durchschlagslast wird als Funktion von y und 6 gegeben. Beispiele. 


Summary. Starting from the differential equations for initially deformed plates with large 
deflections, the breakdown of plates with upward curvature is investigated in this paper. The 
initial upward curvature is assumed in affinity to the additional deflection. The solution for the 
initially flat plate is made use of, the relation between load and deflection being approximatively 


ty ; 
a aes Dy BE Lica, Eee 1) 9( 7 


The breaking load is given as a function of y and 0. Examples. 
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Résumé. La rupture de dalles bombées vers le haut est étudiée en partant des équations 
différentielles de dalles initialement déformées 4 fortes flexions. 


ge Mom 5 (Mim) 
Eg uae ahaa hee 
Le bombage initial vers le haut est choisi en affinité avec les flexions supplémentaires. On 
utilise la solution de la dalle initialement plane. 
Pour celle-ci, on pose approximativement le rapport entre la charge et la flexion: 
La charge de rupture s’exprime sous forme de fonction de y et 6. Exemples. 


Bei der Belastung einer Platte mit initialer Aufwartswélbung, die auch als eine 
flache, doppelt gekriimmte Schale gemaB Abb. 1 aufgefaBt werden kann, tritt bei 
hinreichend groSer Wélbung und geniigend hoher Last eine Erscheinung auf, welche 

darin besteht, daB die Platte mit einem Schlag auf eine end- 
TTT} 2 lich nahe gelegene Gleichgewichtslage mit nunmehr konkaver, 
abwarts gewolbter Oberflache umschligt. Dabei schlagt die 
Aye aM el ges Platte durch die ebene Lage hindurch. In der Literatur wurden 
diese sog. Durchschlagserscheinungen fiir Balken mit initialer 
Aufwartswélbung von Biezeno! und Marguerre?, fiir die 
kreisrunde Platte von Biezeno*, fiir Kugelschalen von 
von Karman und Tsien‘ und fir zylindrische Schalen von 
Donnell® behandelt. Dagegen scheinen rechteckige Platten 
noch nicht behandelt worden zu sein und kreisrunde Platten 
nur in Ankniipfung an von Karmans Studie der Kugelschale 
und fiir den von Biezeno untersuchten Belastungsfall mit 
PAtsIy ate einer Punktlast in der Mitte der frei aufliegenden kreisrunden 
Platte. 

Die Methode zur Untersuchung von Platten mit Initialdeformation, die der Ver- 
fasser veroffentlicht hat®, bietet gleichzeitig die Basis fiir das Studium der Durchschlags- 
erscheinungen. Kin diesbeziiglicher Hinweis findet sich im Beispiel 4 in dem genannten 
Aufsatz®. Hier soll die Behandlung der Durchschlagserscheinungen vertieft werden. 

Die Behandlung wird auf das Studium der reinen Durchschlagserscheinungen be- 
schrankt, weshalb Beulerscheinungen nicht vollstiéndig behandelt werden. Besonders 
bei groBeren Initialdeformationen kann die Platte in mehreren Wellen ausbeulen, 
noch bevor sie im ganzen durchschlagt. 

Im folgenden wird die Theorie sowohl fiir kreisrunde als auch fiir rechteckige 
Platten aufgestellt. Dabei ist es notwendig, die grundlegenden Gleichungen anzu- 
geben, um das Studium der in diesem Zusammenhang wesentlichen Grenzbedingungen 
zu ermoglichen. 


I. Grundgleichungen fiir kreisrunde Platten 
mit polar-symmetrischer Belastung und Deformation. 


Im folgenden werden die grundlegenden Gleichungen fiir die diinne Platte mit 
groBen Deformationen gegeben. Da sie bereits friiher abgeleitet wurden [Féppl’, 


1 ©. B. Biezeno: Uber eine Stabilitiitsfrage beim gelénkig gelagerten, schwach gekriimmten 
Stabe. Proc., Kon. Akad. Wetensch. Amsterdam (1929). 

2 K. Marguerre: Die Durchschlagskraft eines schwach gekriimmten Balkens. 8.-B. Berliner 
Math. Ges. (1938). 

8 C. B. Biezeno: Uber die Bestimmung der Durchschlagskraft einer schwach gekriimmten, 
kreisformigen Platte. Z. angew. Math. Mechan. (1938). 


* Th. von Karman und H.-S. Tsien: The Buckling of Spherical Shells by External Pressure. 
J. aeronaut. Sci. (1939). 


5 L. H. Donnell: J. appl. Mechan. 73 (1950). 


6 H. Nylander: Initially Deflected Thin Plate with Initial Deflection Affine to Add. Defl. 
Int. Ver. fiir Briickenbau u. Hochbau, Abh. Bd. 11. 1951. 


’ A. Féppl: Vorlesungen iiber Technische Mechanik, Bd. V. 1907. 
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Nadai8, von Karman’ (ebene Platte), Marguerre!®, Massonet" (initial deformierte 
Platte)], sind die Ableitungen hier nicht im einzelnen durchgefiihrt. 


Grp A(rsdr)dO 


Q,:7 dd 


m,rde@ 
Se inten erice 


(0 dQ Xr+dr)de 


Abb. 2. Bezeichnungen. 


Es werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt: 
= Deformationskomponente in radialer Richtung. 
= initiale Durchbiegung. 

= Zusatzdurchbiegung. 


= Plattendicke. 


1D 4 = a Biegungssteifigkeit der Platte. 


4 ~»& Se 


qd, = mit r veranderliche Belastungsintensitat. 

o, = Membranspannung in radialer Richtung. 

o, = Membranspannung in tangentialer Richtung. 

é, = Dehnung in radialer Richtung. . 

€, = Dehnung in tangentialer Richtung. 
Die iibrigen verwendeten Bezeichnungen gehen aus Abb. 2 hervor. 
Fiir «, und ¢, erhalt man folgende Ausdriicke (vgl. Abb. 2): 


= = IV ar + du)? + dr? ( Le + se i |/ ar 1 dy? i | = 
du o(q) + dW dw 


= ae ae SPs (1) 


eile Paha (2) 


Bei der Aufstellung der Gleichgewichtsgleichungen wird die Neigung und die Kriimmung 
in radialer Richtung als so klein angesehen, da man es vernachlassigen kann, daB 
do 


die beiden Resultanten der Krafte o, hdr und o,hrd@ und (>, oe Sr) h (r + dr) dé 


8 A. Nadai: Elastische Platten. Berlin. 1925. 

9 Th. von Karman: Encyklopidie der Math. Wiss., Bd. IV, 8. 349. 1910. 

10 K. Marguerre: Proc. of 5th Int. Congr. for Appl. Mech., Vol. V, Cambridge, Mass. 1939. 
4 Ch. Massonet: Buckling of Plates, Schlu&bericht, Int. Ver. Briickenbau u. Hochbau, 1948. 
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nicht in derselben Ebene liegen und da8B weiter die vertikale Belastung eine Kompo- 
nente in der Flache des deformierten Elements hat. Diese Einschrankungen stellen 
die Grenze gegen die Theorie fiir Schalen mit groBerer Pfeilhdhe dar und sind die- 
selben, wie sie in der Literatur bei der Berechnung diinner Membrane vorkommen. 
Die Ergebnisse sind mit Vorsicht zu verwenden bei maximalen Durchbiegungen 
=> 1/10 des Plattenradius. 


Zwischen den Komponenten der Membranspannung und den Deformations- 
komponenten erhailt man folgende Beziehungen: 


# H du 1 / dw \2 dW dw uU 
Or = ot (er b » 66) =o [Fe | = (Ge) i eeu po], (3) 
oo gage GS) — eer |p tel la) ee 
Die Projektionsgleichung in radialer Richtung ergibt: 
oa ty ree (5) 


Die Gl. (3) und (4) ergeben eine Beziehung zwischen o,, o,, W und w, die zusammen 
mit Gl. (5) nach einigen Transformationen ergibt: 
ee ~ 5) (55 CO ek dO. 
dr | r dr \= 


h? dr? ' her adr 


B( 1 dwdw , 1 @W dw se a | 
= hip drod® “opi 7 died ee eee 
Die Projektionsgleichung in vertikaler Richtung ergibt: 


= (F aw 1 a) 1 @®& i (5 Cw if ve 


| | 
rX\h dr ' h dr dr! oh ide Vi cae h dr 
vo} ( des i eee CG Cw Pel 7)| 


Uy + | 
ht 12 (1— v) |\dr® ' r dr}/\h dr?.' r h adr 


In GI. (6) und (7) ist die Spannungsfunktion definiert durch 


121 id® 1 

Br dr we (8) 
1 @ob 1 

de® Fe FO (9) 


Die Gl. (6) und (7) enthalten die Gleichgewichtsbedingung fiir die Platte. Da 
die Gl. (6) auBerdem die aus dem Hookeschen Gesetz abgeleitete Beziehung zwischen o,, 
o,, w und W befriedigt, ist auch die Kontinuititsbedingung erfiillt. 


Kine Lésung, die den Gl. (6) und (7) und auferdem noch den Grenzbedingungen 
fiir einen aktuellen Belastungsfall geniigt, stellt die Lésung des Problems dar. 


Mit der bekannten Spannungsfunktion ® erhalt man o, und oy aus Gl. (8) und (9). 


Bei einer initial deformierten Platte kann die Form der Initialdurchbiegung inner- 
halb gewisser Grenzen variieren. Die Behandlung beschrankt sich hier auf den Fall, 
bei dem die Initialdurchbiegung W dauernd affin zur Zusatzdurchbiegung w ist, das 
heibt 

W=kw. (10) 


Das bedeutet, dafs die Lésungen fiir eine Form der Initialdurchbiegung angegeben 
werden, die mit der Belastung variiert. Hinterher kann aus der Durchbiegungsform w, 
fiir die initial ebene Platte die Deformationsform fiir W bestimmt werden. 
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Mit der i cael te nach Gl. (10) werden die Gl. (6) und (7) 
1 @®@ 1 d@ | 1 dw dw ; 
(5 as r = ae) (ap dr? sh her 7) — Ble dy? (14 2k)|, (6°) 
Lol dw 1 ao 1 dw il d@ 
Ses h dr ® de + th a a 


E 
iz + 2) 


ee are it wed 
Tain hada ~ 7 a) 


Ware die Platte von Anfang an eben (W = 0), so entsprichen den Gl. (6) und (7) 
folgende Gleichungen: 


d? 1 d 1 dd, 1 dd, 1 dw dw, ss 
= ar r rales dr? a3 hor ar = Ba; dr dr } (6") 
1 1 dw 1 @od, 1 add, 1 dw, 
r hy Gr he adr Che hdr hk, cdr ee 
Gro EH ( @ I ah 1 dw, 1 dw Ae 
guna F + 12 (1 — »?®) are 2% r a hy. ar +5 Poh (ah (7) 


Hier sind die entsprechenden Bezeichnungen wie fiir die initial deformierte Platte 
eingeftihrt. Der Index 0 an den entsprechenden GréBen bezieht sich auf die initial 
ebene Platte, das heiBt 


1 1 d®, 1 P 
he Sen Ce he Ory (8’) 
1 @®@ i ’ 
he 73 the 96): (9’) 


Ein Vergleich zwischen den Gl. (6’) und (7’) auf der einen und (6’’) und (7”) auf 
der anderen Seite ergibt, daB die Loésungen fiir die initial ebene Platte zur Gewinnung 
der Lésungen fiir die initial deformierte Platte beniitzt werden konnen. 

Wir sehen somit, daB, wenn Werte i : und oe existieren, die die Gleich- 

0 0 
gewichtsbedingungen (6’’) und (7’’) erfiillen [von denen (6) auch die Kontinuitats- 
bedingung erfiillt], und wenn wir setzen 


Lae (11) 

wobei f eine Konstante ist, so gibt der Vergleich zwischen (6’) und (6’) die Bedingung 
@D @D 

ee (+ 2h) (12) 


Soll Gl. (7’) gleichzeitig mit der Gl. (7’’) befriedigt sein, so erhalt man mit Riicksicht 
auf Gl. (11) und (12) die Bedingungen 


(1 +k) (1+2k) 6° =1, (13) 
4 = 8. (14) 


Aus Gl. (13) kann f berechnet werden und die Bedingungen (11), (12) und (14) 
k6énnen geschrieben werden: 


w 1 Wo 
ee 15 
: n ~*~ VGEHO+aH bo’ ee 
@ Issey 2 
(i aIea RE CY) 
Yr 1 Gro 17 
me = VE m2) et a 
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Wenn die Gl. (15), (16) und (17) erfillt sind und wenn die Gl. (6’) und (7’’) fiir 

die initial ebene Platte durch =, a und ea befriedigt werden, so sind auch die 
‘0 0 
Gl. (6’) und (7’) fiir die initial deformierte Platte mit W = k w erfillt. 

Damit aber die Lésungen fiir die Gleichgewichts- und Kontinuitaétsgleichungen 
auch die tatsiichlichen Lésungen sind, miissen gleichzeitig auch die Grenzbedingungen 
erfiillt sein. Diese werden oft als Bedingung fiir die Deformations- oder Spannungs- 
komponenten oder fiir die Momente formuliert. Deshalb ist es wiinschenswert, den 
Zusammenhang zwischen. diesen GréBen bei der initial deformierten und initial ebenen 
Platte niher zu studieren, wenn die Bedingungen (15), (16) und (17) erfillt sind. 


Fiir die initial ebene Platte gilt nach Gl. (1) und (2) mit W=0 


1 du& | i ny ie 25 | 1 4th ae 18 
i Ha dr | 2 he | dr = Tet [0 Tage 780” (18) 
1 1 
Fiir die initial deformierte Platte lauten die entsprechenden Beziehungen: 
1 du eM aap \2 1 1 , 
Els. Ge ake (ae) ue, 2h)| = 756 Pia Ce (18°) 
Wl, 1 1 
E oa = Fe %0 — Ye Or (19’) 


Unter Beachtung von Gl. (8), (8’), (9), (9’) und (16) ergibt der Vergleich zwischen 
Gl. (19) und (19’) 
Cok gered Up 
fe. Aly 


(20) 


Dasselbe Resultat erhalt man aus einem Vergleich zwischen Gl. (18) und (18’), wenn 
der Zusammenhang von Gl. (15) beachtet wird. Die Beziehungen (15), (16), (17) 
und (20) gelten somit zwischen der initial ebenen und der initial deformierten Platte, 
wenn die Initialdeformation W bei der initial deformierten Platte als affin zu der 
zusdtzlichen Deformation w vorausgesetzt wird, das heiBt W—=kw. Da die ge- 
nannten Beziehungen daraus abgeleitet wurden, da die Gleichgewichts- und 
Kontinuitaétsbedingungen erfillt sein sollen, ist es nétig, damit die Losungen fiir die 
initial ebene Platte ausgeniitzt werden kénnen, da in jedem speziellen Fall kontrolliert 
wird, ob die Grenzbedingungen erfiillt sind. 


II. Rechteckige Platten. 


Fir rechteckige Platten wurden vom Verfasser schon friiher die entsprechenden 
Uberlegungen angestellt wie fiir kreisrunde Platten®. Hierbei wurden die Grund- 
gleichungen fiir ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit x- und y-Achse / / zu den 
Plattenkanten aufgestellt. 


Folgende neue Bezeichnungen werden eingefiihrt: 
u = Deformationskomponente / / zur «-Achse in der Plattenebene. 
v = Deformationskomponente / / zur y-Achse in der Plattenebene. ® 
w = Durchbiegung der Platte. 
o, = Membranspannung / / zur w-Achse in der Plattenebene. 


o, = Membranspannung / / zur y-Achse in der Plattenebene. 
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Tey = Schubspannung / / zur x- oder y-Achse in der Plattenebene. 


_®= Airys Spannungsfunktion. 


da 
Vau ~ —~ Ge dy* 
a@ 
CO, = dy?’ 
a2@ 
Ou = dat’ 


Unter Auslassung der Zwischenrechnungen erhilt man folgende Beziehungen 
zwischen den verschiedenen Gréfen bei der initial deformierten und der initial ebenen 
Platte unter Voraussetzung der Affinitiit zwischen initialer Wolbung W und zusiatz- 
licher Durchbiegung w, das heiBt W = kw: 


w 
a * Vat aii + 2h) Te? at) 
Soa z k a (22) 
2 er ie 

und 
ote aS (24) 
is = = ia Co 


II. Bestimmung der Durchschlagslast. 


Die oben angegebenen Beziehungen zwischen den verschiedenen Gréen bei der 
initial ebenen und der initial deformierten Platte kénnen dazu verwendet werden, 
aus bekannten Lésungen fiir die initial ebene Platte die Deformationen und Spannungen 
bei der initial deformierten Platte zu bestimmen. 


In * hat der Verfasser eine solche Behandlung fiir eine Reihe verschiedener Auf- 
lagerungsfalle durchgefiihrt. In diesem Zusammenhang interessiert der Zusammen- 
hang zwischen Durchbiegung (beispielsweise in der Plattenmitte) und Belastung. 
Die Lésungen fiir verschiedene Belastungsfalle der initial ebenen Platte sind in der 
Literatur gegeben. Beim Studium der Ergebnisse dieser verschiedenen Behandlungen 
hat sich gezeigt, daB die Beziehung zwischen Belastung und Durchbiegung wy, in der 


Plattenmitte mit guter Naherung in folgender Form geschrieben werden kann: 


Yo 04 Om ( Om 
Gan a ag ae (26) 
wobei gq, die Belastungsintensitét ist, b die Kantenlange oder der Durchmesser der 
Platte und y und 6 Koeffizienten, die die Form der Kurve charakterisieren. 


Der erste Ausdruck auf.der rechten Seite der Gl. (26) gibt die Wirkung der Platten- 
biegung nach der linearen Theorie (kleine Durchbiegungen im Verhaltnis zur Platten- 
dicke). Das zweite Glied liefert eine Korrektur als Folge der Membranwirkung. Wenn 
die Lésung fiir die diinne Membran ohne Biegungssteifigkeit eine geometrisch ahnliche 
Biegungsfliche ergeben wiirde wie die Biegungsfliche der Platte mit geringer Durch- 
biegung, so ware die Gl. (26) die exakte Lésung. In diesem Fall wiirde es ausreichen, 
y aus der Lésung fiir die Platte mit geringer Durchbiegung zu bestimmen und 6 aus 
der Lésung fiir die Membran. 


13* 
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Nun sind aber die Durchbiegungsformen bei der Plattenbiegung mit geringer Durch- 
biegung und bei der Membrandeformation nicht affin. Daraus folgt, dal die Dureh- 
biegungsform sich mit der Belastung andert — mit wachsender Last wachst der Kin- 
flu8 der Membrandeformation. Wenn man y den Wert nach der linearen Platten- 
theorie gibt und 6 so bestimmt, daB die Gl. (26) tibereinstimmt mit der genauen 


Clg h, 7 ee? 
bie | —__| 
4 : 1 + 


W, 
Ope 


Abb. 3. a) Zusammenhang zwischen 7 und Belastung bei co langgestreckter Platte, berechnet 


nach exakter Theorie. Die Platte ist an den Sttitzen gelenkig und unverschiebbar gelagert. 


w 
b) Unterschied in % zwischen a , berechnet einerseits nach N&iherungsformel (26) fiir verschiedene 


Werte von 6 und anderseits nach der exakten Theorie. 


op 
Lésung fiir einen relativ groBen Wert von ae , kann gezeigt werden, daf die Gl. (26) 
0 
P : : : : Wo, bt : 
mit einem nur kleinen Fehler die Beziehung zwischen =" und aes bestimmt. Das 
0 


w 

wird durch Abb. 3 verdeutlicht, die den Fehler in == bei einer langgestreckten, frei 
‘0 

aufliegenden, mit gleichmafig verteilter Last belasteten Platte zeigt. 


Wie schon frither, wird bei der Behandlung einer initial deformierten Platte voraus- 
gesetzt, das die Initialdurchbiegung W affin ist zur Zusatzdurchbiegung w [s. Gl. (10)]. 


Die GroBe der Initialdurchbiegung ist definiert durch die Beziehung 
Wa = h=h,. (27) 


wobei W,, die initiale Durchwélbung in der Mitte ist und « eine Konstante, die die 
Groke der Initialdeformation angibt. 
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40 
Yn |p A | 
30 
Faxe) +— J 
de | | 
& 
10 -_— a Me 
e 
10 20 30 40 ae 50 


Abb. 4. Zusammenhang zwischen “fe und Belastung ftir einen hypothetischen Fall mit y = 10, 
= 20, 


Aus Gl. (27) kann & errechnet werden: 


C6 (28) 


Wenn man von Gl. (26) fiir die initial ebene Platte ausgeht, kann man die entsprechende 
Beziehung fiir die initial deformierte Platte wie folgt ableiten: 
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Aus Gl. (15) und (17) bzw. aus (21) und (23) kann folgende Beziehung abgeleitet 
werden: 


q Ot qo.0° 
Ee — Bh? <@, 


oder unter Beachtung des Ansatzes (26) 


oder mit Riicksicht auf (15) bzw. (21) 


oA ae 
fe =e +oa+2H0+6()), (29) 
Setzt man den Wert & nach Gl. (28) ein, so erhalt man 
bt 0 m m 2 
Heeb tape tone + (Sp a 


welche Gleichung unter den genannten Voraussetzungen den Zusammenhang zwischen 
der Durchbiegung in der Plattenmitte und der Belastung der initial deformierten 
Platte ergibt. 


4 
Die Kurven in Abb. 4 stellen die Beziehung zwischen a und > dar. Die ver- 


schiedenen Kurven entsprechen einem hypothetischen Fall, bei dem y = 10 und 
6 = 20. Linie A entspricht der linearen Theorie fiir die initial ebene Platte. 

Kurve B entspricht der initial ebenen, mit Riicksicht auf den Membraneffekt 
berechneten Platte. Der Platte mit initialer Durchbiegung entspricht Kurve C 
(oe Ls 


Die Kurve D entspricht initialer Aufwartsw6lbung (« = — 1). Kurve D (a = — 1) 
und Kurve C (« = + 1) haben gemeinsame Ursprungstangente. Mit wachsender 
Last wachst > immer schneller fir « = — 1. In Punkt d1 ist keine Belastungs- 
steigerung mehr notig, um die Durchbiegung zu vergréBern. In diesem Punkt tritt 
Durchschlag der Platte ein. Ware die Last unverindert, so wiirde die Platte durch 


die ebene Lage schlagen. Wenn der Platte eine stetig zunehmende Durchbiegung 
aufgezwungen wird, wurde die Kurve D auch nach d1 gelten. 


Aus Gl. (30) wird der Wert von ee im Durchschlagspunkt d 1 bestimmt. 


Das Kriterium fiir den Durchschlag ist offensichtlich, daB 


Die Durchfiihrung der Ableitung ergibt die ‘Durchschlagslast fiir 
a — «(1 oY ea | 


3 8086 (3) 
(das +-Zeichen vor dem Wurzelzeichen entspricht dem Punkt d 2) oder fiir 


54 
a = — «(1 —y) [y + d0%y (1 + y)], (32) 


125 a). he 
y= | wore (33) 


Die Durchschlagslast von Platten. 191 


Fiir den Punkt d 2 wird 


bt 
t= — «(1+ y) [y — do? yp (1 — y)]. 


Wie aus Gl. (31) hervorgeht, ist der Durchschlag nur moglich, wenn 
[y 
|x| => V o° (34) 


Ks ist von Interesse, die Initialdeformation zu kennen, bei der der Durchschlag 
nur einen Ubergang zu einer unendlich nahe gelegenen Gleichgewichtslage darstellt. 


Dies geschieht, wenn die Kurve, die die Beziehung zwischen ia und ie angibt, 
re cae 
einen Inflexionspunkt hat, der mit dem Punkt zusammenfallt, fiir den se = 0, 
=n os 
q 
a E h4 ) 0 bt Wm 
a(n | ne rac aa 
he 
Da dieser Wert Se gleich sein soll mit dem Wert nach Gl. (31), erhalt man 
Wm y 
und 
qb ra 
ge =y//t. (36) 
Die Kurve # in Abb. 4 mit vertikaler Tangente in K und « = — yx = — V4 ent- 


spricht diesem Falle. 
Aus den Gl. (32) bis (36) geht hervor, daB die Durchschlagslast bestimmt wird 


durch die GréBe « ( = “"), welche die GroBe der Initialdeformation in der Mitte 


gibt, sowie durch die GrdBen y und 6, die die Beziehung zwischen Belastung und 
Durchbiegung in der Mitte der Platte bei initial ebener Platte bestimmen. Diese GroBen 
sind somit von ausschlaggebender Bedeutung fiir die Durchschlagslast. 

Es soll hier daran erinnert werden, daB der Behandlung zwei vereinfachende 


Voraussetzungen zugrunde gelegt wurden, namlich 
1. die initiale Wélbung ist so gewahlt, daB sie zur Zusatzdurchbiegung affin ist; 


WwW 4 ; 
2. die Beziehung zwischen a und # es ; ist nach Gl. (26) naherungsweise festgesetzt 
worden. . se 


Da die Zusatzdurchbiegung relativ unempfindlich gegen kleinere Verinderungen 
in der Form der initialen Aufwartswolbung ist und da die Gl. (26) offensichtlich die 
Beziehung zwischen os und 7 an mit guter Annaherung wiedergibt, kann der Fehler 


in der Durchschlagslast nicht eroB sein, vorausgesetzt, da die Initialdeformation 


nicht grundsitzlich von der Form der Zusatzdurchbiegung abweicht. 


IV. Spannungen bei der initial deformierten Platte. 


In ® hat der Verfasser gezeigt, wie die Spannungen bei initialer Deformation 
berechnet werden kénnen. Da die Berechnung der Spannungen nicht in den Rahmen 
des vorliegenden Aufsatzes gehért, gehen wir nicht naher darauf ein. In : wurden 
in einem Beispiel die Membranspannungen berechnet, die in der Mitte einer initial 
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Abb. 5. Zusatzdurchbiegung in der Plattenmitte o und Membranspannung in .der Platten- 


mitte o,, bei initial ebener und initial aufwartsgewdlbter kreisrunder Platte, gelenkig und un- 
verschiebbar gelagert. Die initiale Aufwartsbiegung in der Mitte = W,, = h-a. A = Zusatz- 


om 


hg 


durchbiegung in der Plattenmitte bei initial ebener Platte. B = Membranspannung in 


Cp. (ee 
der Plattenmitte Fie bei initial ebener Platte. C = Zusatzdurchbiegung in der Plattenmitte ae 
0 
bei initial aufwartsgewolbter Platte. D = Membranspannung in der Plattenmitte a bei 


initial aufwartsgewolbter Platte. H = Zusatzdurchbiegung in der Plattenmitte nach der linearen 


Theorie (=). Die Kurven A und B geben Ergebnisse von Federhofer und Egger wieder, die 


vom Verfasser durch folgende Funktionen approximiert wurden: 


at 1 Wo Wo, \? 
ihe rd aa jan + 52 ( A r (Kurve A) (a) 
Ge Wy. \? 
Phe = 0-80 ( ne ‘ (Kurve B) (b) 
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aufwartsgebogenen, kreisrunden, gelenkig und unverschiebbar gelagerten Platte 

auftreten (Auflagefall 8 in Abschnitt V). Die initiale Aufwartswélbung in der Mitte 

war gleich der Plattendicke (« = — 1). Durch eine falsche Deutung der Werte der 

initial ebenen Platte wurde die Kurve fiir die Membranspannung bei der initial 
4 

deformierten Platte fiir kleine Werte von sa unrichtig. Die korrigierte Kurve zeigt 
0 

nun Abb. 5. Vgl. Fig. 15, Beispiel 4b, in ®. 


V. Verschiedene Auflagefille. 


In Abb. 6 sind einige verschiedene Auflagefiille wiedergegeben, fiir welche die 
Koeffizienten y und 6 nach den in der Literatur gegebenen Loésungen fiir die initial 


Abb. 6. Verschiedene Belastungsfalle. 


Nach Gl. (30) und der im Aufsatz® des Verfassers angegebenen Methode kann man, ausgehend von 
diesen Ausdriicken, folgende Beziehungen fiir die initial aufwartsgewélbte Platte ableiten: 


2 
ate ferceferssete (EI) cameo 
rs ee (ey + 2m (Kurve D) (d) 


Es ist zu beachten, da&B die Kurven C und D nach dem Durchschlag in Punkt d1 nur unter 
konstruierten Voraussetzungen reelle Bedeutung haben. 
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ebene Platte berechnet wurden. Folgende Einzelheiten gelten fiir die verschiedenen 
Auflagefalle: 


Auflagefall 1. Quadratische Platte. Plattenrinder gelenkig und in der Platten- 
ebene verschiebbar gelagert. GleichmaBig verteilte Last. Poissonsche Zahl » = 0°3. 

Die initial ebene Platte ist von Kaiser” behandelt worden. Die Grenzbedin- 
gungen sind: 

1. w= 0 lings der Auflage. 

2. Das Biegungsmoment | Auflage = 0. 

3. Die Normalspannungsn | Auflage = 0. 


Sind diese Bedingungen fiir die initial ebene Platte erfiillt, so sind die Bedin- 
gungen 1 und 2 auch fiir die initial deformierte Platte erfiillt als Folge von Gl. (21). 
(Die Platten-Biegemomente sind Funktionen von wy, bzw. w.) 


Die Bedingung 3 ist als Folge von Gl. (22) erfiillt. 

Aus Kaisers theoretischen und experimentellen Ergebnissen erhalt man: 
y = 22°6 
6 = 40. 


Auflagefall 2. Quadratische Platte. Plattenrander gelenkig, aber unverschieb- 
bar gelagert. GleichmaSig verteilte Belastung. »v = 0°3. 


und 


Die initial ebene Platte wurde von Levy:14 und Prescott! behandelt und von 
Eggwertz und Norr?® diskutiert. 


Die Grenzbedingungen 1 und 2 sind dieselben wie fiir den Auflagefall 1. 

Die dritte Grenzbedingung ist, daB die Verschiebungen w und v lings der Auflage 
gleich Null sind. Wenn diese Grenzbedingungen fiir die initial ebene Platte erfiillt 
sind, so sind sie das als Folge der Gl. (24) und (25) auch fiir die initial deformierte 
Platte. Aus dem Ergebnis von Levy und Prescott erhalt man (bestimmt fiir 


ei tke : 
= 1°8) 


y == 22°6, 
Oo = 38. 


Auflagefall 3. Quadratische Platte. Plattenrinder gelenkig gelagert, die Ecken 
unverschiebbar. Gleichma8ig verteilte Belastung. » = 0°3. 


Die initial ebene Platte wurde von Eggwertz und Norr!* nach einer Naherungs- 
methode behandelt. 


Die Grenzbedingungen 1 und 2 sind dieselben wie fiir Auflagefall 1. 


Die Grenzbedingung 3 besteht darin, da lings der Auflagekante x = konst. 
v = 0, langs der Kante y = konst. w= 0. 


Diese Grenzbedingung ist als Folge von Gl. (24) und (25) auch fiir die initial 
deformierte Platte erfiillt, wenn sie es fiir die initial ebene Platte ist. 

* R. Kaiser: Rechnerische und experimentelle Ermittlung der Durchbiegungen und 
Spannungen von quadratischen Platten. Z. angew. Math. Mechan. 73 (1936). 

* 8. Levy: Square Plate with Clamped Edges under Normal Pressure Producing Large 
Deflections. NACA, Report No 740. 1942. 

14 §. Levy: NACA Report No 737. 1942. 

% J. Prescott: Applied Elasticity, Chapt. XITI—XV. New York. 1946. 


8. Eggwertz und A. Norr: Analysis of Thin Square Plates. The Aer. Res. Inst. of 
Sweden, Rep. No 50. 1953. 
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Aus der Losung von Eggwertz und Norr erhalt man 
y = 226. 
Os 95, 
Auflagefall 4. Quadratische Platte. Feste Einspannung an den Rindern. Un- 
verschiebbare Stiitzung. » = 0°3. 
Die initial ebene Platte wurde von Way!’ behandelt. 
Die Grenzbedingungen sind: 


1. w= 0 langs der Auflage. 
d 
2. > = 0 langs der Auflagekante x = konst. iz = 0 lings der Auflagekante 


y = konst. 
3. u=v= 0 lings der Auflage. 


Wenn diese Grenzbedingungen fiir die initial ebene Platte erfiillt sind, so sind 
sie es nach Gl. (21) sowie (24) und (25) auch fiir die initial deformierte Platte. 


u 
Ways Losung ergibt fiir == = 
‘0 


Auflagefall 5. Entspricht dem Auflagefall 2, aber fiir eine unendlich langge- 
streckte Platte. 


W, 
Nach der Loésung von Timoshenko} wird (bei “mn 2°5) 


1 
y= ce ay 


y2? 


; 1 
vy = Poissonsche Zahl. 


Auflagefall 6. Entspricht dem Auflagefall 4 bei unendlich langgestreckter Platte. 


W 
GemaiB der Lésung von Way"? wird fiir —m 1-8 


ho 
1 
y = 32°0 eae 
1 
é= as gee 


Auflagefall 7. Kreisrunde Platte. Plattenrand gelenkig und in der Plattenebene 
‘verschiebbar gelagert. GleichmaBig verteilte Last. » = 0°25. 

Die initial ebene Platte ist von Federhofer”® und von Federhofer-Egger® 
behandelt worden. 

Die Grenzbedingungen sind: 

1. Durchbiegung w und Moment = 0 lings der Auflage. 

2. Die Normalspannung | zur Auflage = 0. 

Wenn die Grenzbedingungen fiir die initial ebene Platte erfiillt sind, so sind sie 
es nach Gl. (15) und (16) auch fiir die initial deformierte Platte. 


17 §. Way: Proc. 5th Intern. Congr. Appl. Mech., Cambridge, Mass. 1938. 

18 §. Timoshenko: Theory of Plates and Shells, 8. 4. New York and London. 1940. 

19 K, Federhofer: Luftfahrt-Forsch. 21 (1944). 

20 K. Federhofer und H. Egger: Berechnung der diinnen Kreisplatte mit groBer Ausbiegung. 
S.-B. Akad. Wiss. Wien, H. 1 und 2 (1946). 
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Aus Federhofer-Eggers Lésung erhalt man fir e =—4 
y = 21°7, 
0 ==. Go, 
Auflagefall 8. Kreisrunde Platte. Plattenrand gelenkig gelagert, aber unver- 
schiebbar. GleichmaBig verteilte Belastung. » = 0°25. 
Die Lésung fir die initial ebene Platte stammt von Federhofer-Egger. Die Grenz- 


bedingung uw, = 0 fir r = +b ist fiir die initial deformierte Platte nach Gl. (20) 


W 
befriedigt. Mit dem Wert ot = 4°5 erhalt man 
0 
‘oath, 
OS= G2: 
Auflagefall 9. Kreisrunde Platte. Plattenrand fest eingespannt und unver- 


schiebbar. 


Lésungen fiir die initial ebene Platte wurden angegeben von Nadai*, Way”? und 
von Federhofer?®. 


W 
Aus Federhofers Losung erhalt man fir ma = 5:1 
0 


y = 91, 
Oo = 56. 


Wenn y und 6 bestimmt sind, erhéilt man die Durchschlagslast aus den Gl. (32) 
und (33). 
Zum Schlu8 sei noch darauf hingewiesen, daB die Methode zur Bestimmung der 


Durchschlagslast auch fiir andere Belastungsfalle, wie z. B. Belastung mit Punktlast, 


dieselbe bleibt. 
(Eingegangen am 22. April 1955.) 


Membranspannungen in der schiefen Kreiskegelschale. 
Von H. Parkus, East Lansing, Michigan. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Gleichungen des Membranspannungszustandes in der schiefen 
Kreiskegelschale werden durch Spezialisierung der vom Verfasser angegebenen allgemeinen 
Schalengleichungen hergeleitet. 


Summary. The equations of the membrane state of stress in oblique circular conical shells 
are derived by specializing the general equations of shells as given by the author. 


Résumé. Les équations de l’état de contrainte d’une membrane dans la coque oblique d’un 
céne circulaire, sont déduites en spécialisant la théorie générale de l’auteur sur les coques. 


Aus den vom Verfasser angegebenen allgemeinen Gleichungen der diinnen Schale! 
werden im nachstehenden durch Spezialisierung die Gleichungen des Membran- 
spannungszustandes der schiefen Kreiskegelschale hergeleitet. Zum Verstiindnis der 


"1S. Way: Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. 56, 627 (1934). 


' H. Parkus: Die Grundgleichungen der Schalentheorie in allgemeinen Koordinaten. Osterr. 
Ingenieur-Arch. 4, 160 (1950); 6, 30 (1951). Zur Berechnung von Gewélbestaumauern als 
Schalen. Z. angew. Math. Mechan. 31, 278 (1951). 
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Ableitungen sind einige Kenntnisse in der Differentialgeometrie und Tensorrechnung 
notwendig, die Ergebnisse, Gln. (17) bis (19), konnen aber unabhingig davon unmittelbar 
angewendet werden. 

Geometrische Beziehungen. 


Die Mittelflache der Schale ist in Abb. 1 angedeutet. «,, w, 7; sind recht- 
winklige kartesische Koordinaten im Raum, mit dem Ursprung im Mittelpunkt des 
Basiskreises, und q, = p, q, = z sind Koordinaten in der Schalenmittelfliche. Die 
Koordinatenlinien sind dann die Erzeugen- 
den g = konst. und die Kreise z = konst. 

Sie schneiden einander im allgemeinen nicht 
unter rechten Winkeln, es liegt also ein _z 
schiefwinkliges Koordinatensystem vor. 


Man entnimmt der Abbildung, da der 
Radius der Kreise z = konst. durch 


r= « (h —2) (1) 


gegeben ist. z ist der Abstand von der Basis, 
h ist die Hohe des Kegels und awh ist der 
Radius der Basis. Als Kegelachse definieren 
wir die Gerade, welche die Mittelpunkte der 
Kreise z= konst. verbindet. Ihre Glei- 
chung ist 


f= fe, ey = 0. (2) 
x und f sind gegebene dimensionslose Konstanten. 6 = 0 entspricht dem geraden 
Kreiskegel. 
Die Parametergleichungen des Kegels sind 
4,=rcosg + Bz= «a (h — z)cosqg + Bz, 
%, =rsin 9 = « (h — 2) sing, (3) 
fq Fe. 


Die geometrischen Eigenschaften der Schalenmittelflache sind festgelegt durch den 
Ma8Btensor g.g und den Haupttensor b,, (a, 6 = 1, 2) gemaB 


Ox, Ox; 0x, OC; 


Jap = aq* a? ’ bap Tiel? aq” aq? (a =z ie 2; 3), 
wobei £; der Normalenvektor der Flache ist. Nach Einsetzen der Gln. (3) erhalt man 
Gu =, Ire = Jur = — TAHSIN G, Joo = 1 + o? +  — 2a f cos Q, (4) 
——— 
by = d+ By’ Die Boy Doo 0. (5) 
Hierbei wurde zur Abkiirzung 
A = 6 cos » — % (6) 
' gesetzt. 
Die Christoffel-Symbole spezialisieren sich im vorliegenden Fall zu 
A : A 
Dy) = — Baas e, bgt aril Shas eO 
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Gleichgewichtsbeziehungen. 


Zur Aufstellung der Formeln des Membranspannungszustandes ist in den allge- 
meinen Schalengleichungen die Biegesteifigkeit Null zu setzen. Neben dem Ver- 
schwinden der Momente und Querkriafte hat dies zur Folge, daB der ,,Krafttensor“ 
nop Symmetrisch wird, yop = 7x. Bei nichtverschwindender Biegesteifigkeit ist ein 
Membranspannungszustand im allgemeinen nur naéherungsweise mdglich. Die Sym- 
metrie des Krafttensors ist dann gleichfalls nur niherungsweise richtig. 

Die drei Gleichgewichtsbeziehungen lauten bei verschwindender Biegesteifigkeit 


LS a eae 
Dq* 5 Pp ore ? (8) 
bap 7°" + ps = 0: (9) 


Der Operator D/Dgq* stellt die kovariante Ableitung in der Schalenmittelflache dar. 
Unter Beniitzung der Gl. (5) und (7) kénnen die Gleichgewichtsbedingungen (8) 
und (9) in entwickelter Form? geschrieben werden, 


an) an(2) 


nee 3 0 
20 apt AA , ay) ere 0, (10) 
an@?) dn?) ria AK fo4 
da to oe ae Bila i SAS. n®) + p™ = 0, (11) 
- Tie + p; = 0, (12) 
Ad’ ist die Ableitung von A nach 9, 

j= = fh sin © (13) 

und die GroBen y und w sind wie folgt definierte Abkiirzungen 
yp=V1+%, o=V1I+R1 (VP H=V1 + 8 + 2x Boose. (14) 
if Der Zusammenhang zwischen dem Tensor 7*? und 
ae aes 5 ee a den kontravarianten Komponenten P* der Schnitt- 
/ f.- f krafte pro Langeneinheit eines Normalschnittes entlang 
Npz we einer Kurve C in der Mittelfliiche ist gegeben durch 

AOS p* = 78 

yl bie Bead ig 
; Via yg ist der Einheitsvektor in der Mittelfliche, senkrecht 
i ‘ vA zu C’. Betrachtet man insbesondere Schnitte entlang den 
Koordinatenlinien g, = y = konst. und q, = z = konst., 
dann gilt fiir die zugehérigen Schnittkraftkomponenten 

Y 2 P 
Pe =r ¥ ni), Qe =F — 7, - 
Abb. 2. pene (21) (2) (22) i 
hl Rar s oi ee 


Fir praktische Zwecke ist es im allgemeinen bequemer, die euklidischen Kompo- 
nenten der Schnittkrafte zu bentitzen. Diese lauten im vorliegenden Fall, s. Abb. 2, 


as O23 fh. Oe ae 
No = WN =V9u ce ee 


Non < Np oi ei es au = V 922 sea = Vou wP™ ee nf"? (16) 
N,= a = VGarigr™ =oypn™. 


; : ; 
Obere Indizes werden von hier an in Klammern gesetzt, um eine Verwechslung mit 
Exponenten zu vermeiden. 
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Setzt man nun die Gl. (16) in die Gl. (10), (11) und (12) ein und beniitzt man 
euklidische Komponenten auch fiir die lings der Mittelfliche verteilten Lasten, 


Pe =V9u PP =r pM, p,=V9— 9 = op, pa = Ps 


dann erhalt man die folgenden drei Gleichungen fiir die drei Komponenten der Schnitt- 


krafte 
oN oN 
R Gz ’ @ a“ , ¢ 
i acai: +4 ge 5) Ne — 2 0 Ne = — 
on on, wo 
oO — ie D2 — Ang Ny — oN, = — type, e (17) 
2 
No=?r @ Pn 
Gl. (17) kann nunmehr in die ersten zwei Gleichungen eingesetzt werden. Dies 
ergibt 
ON 5, 2 N = ‘ 2 OPn , 
r Oz me IRN gg = = 7 BRT For A Rah (18) 
7) oN, 
r fice ie Mies Aaotusd- tse 3, =—0) ae (19) 
ue 


Mit den drei Gl. (17), (18) und (19) sind die drei Gleichungen fiir die Membran- 
krafte in der Kegelschale aufgestellt. Sie sind unter Benutzung der vorgegebenen 
: Werte p,, p, und p, fiir die Komponenten der verteilten Lasten pro Einheit der 
Mittelflache zu lésen. Die gleichfalls vorgegebenen geometrischen Gré8en 1, A, y, w 
sind dabei durch die Gl. (1), (6) und (14) definiert. 


(Hingegangen am 5. April 1955.) 


‘Die orthotrope Platte mit Hohlsteifen. 


Von A. Pfliiger, Hannover. 
Mit 8 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird eine Rechteckplatte konstanter Dicke betrachtet, die in einer 
Richtung eine Schar Versteifungen tragt, von denen jede zusammen mit der Platte einen 
geschlossenen torsionsfesten Hohlquerschnitt bildet. Fiir die so entstandene orthotrope Platte 
werden die Differentialgleichungen aufgestellt und ihre Lésungsmdéglichkeiten besprochen. Die 
Theorie wird durch Messungen an einem Modell bestatigt. 


Summary. The author considers a rectangular plate of constant thickness bearing in one 
direction a series of reinforcements each of which together with the plate forms a closed torsion- 
resistant hollow cross-section. For the orthotropic plate thus obtained the differential equations 
are established, and their possible solutions discussed. The theory is verified by measurements 
carried out on a model. 


Résumé. On considére une plaque rectangulaire d’épaisseur constante, portant dans une 
direction une série de renforcements dont chacun forme avec la plaque une section creuse, fermée 
et résistant A la torsion. On établit les équations différentielles pour la plaque orthotrope ainsi 
obtenue, et l’on traite des différentes solutions possibles. Des mesures faites sur un modeéle 
confirment la théorie. 


I. Aufgabenstellung. 


Platten mit dicht liegenden Versteifungen, die mit guter Naherung als orthotrope 
Platten berechnet werden kénnen, sind ein viel verwendetes Konstruktionselement 
des Stahlbaus, insbesondere des Stahlbriickenbaus geworden. Fiir die Versteifungen 
kommen dabei die verschiedensten Querschnittsformen in Betracht. Unter anderem 
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liegt es auch nahe, nach Abb. 1 das Versteifungsprofil so zu wahlen, daB es zusammen 
mit der Platte einen geschlossenen Hohlquerschnitt bildet. Da bekanntlich Stabe mit 
Hohlquerschnitt sehr verdrehsteif sind, wird durch ihre Verwendung auch die Steifig- 
keit der orthotropen Platte entsprechend vergréBert. Im folgenden wird die fir 
derartige Versteifungen notwendige Theorie entwickelt und ihr Resultat durch 
Messungen an einem Modell bestatigt. 

Im einzelnen sei vorausgesetzt, daB es sich um ein rechteckiges orthotropes Platten- 
feld handelt. Es mége aus einer homogenen isotropen Platte konstanter Dicke be- 
stehen, die auf ihrer Unterseite parallel zu zwei gegeniiberliegenden Plattenseiten 
eine Schar einander paralleler und unter sich gleicher Versteifungen tragt, deren 
gegenseitiger Abstand konstant ist. Das Versteifungsprofil sei beliebig. Der gebildete 
Hohlquerschnitt sei jedoch einzellig und die Wandstarke 
der Versteifungen konstant. Eine Erweiterung der im Ae x 
folgenden aufgestellten Formeln fiir beliebigen Wand- Y ‘2 
stirkenverlauf bereitet keine Schwierigkeiten. 


Abb. 2. Schnittgr6Ben und Be- 
lastung am Element der ortho- 
Abb. la, b. Orthotrope Platte mit Hohlsteifen. tropen Platte. 


Il. Bezeichnungen. 
Ks seien folgende Bezeichnungen eingefiihrt (vgl. Abb. 1 und 2): 


x,y,z rechtwinklige Koordinaten, wobei die x, y-Ebene mit der Mittelfliche der 
isotropen Platte zusammenfallt und die x-Richtung parallel zu den Ver- 
steifungen liegt, 

SS ee ae = eae 

a,b Seitenlingen der Platte, 
t Dicke der isotropen Platte, 
ty Wandstirke der Versteifungen, 
F Querschnittsflache einer Versteifung, 
S,I statisches Moment bzw. axiales Traigheitsmoment eines Versteifungs- 
querschnitts in bezug auf die Mittelflaiche der isotropen Platte, 
F, Filache des Hohlquerschnitts einer Versteifung, 
Ip Drilltragheitsmoment einer Versteifung, 
Sp, Sy,8 Langenabmessungen nach Abb. 1b zur Kennzeichnung der Versteifungen 
und ihres gegenseitigen Abstandes, 
EL Elastizitaétsmodul, 
uw Querkontraktionszahl, 

u,v,w Verschiebungen eines Punktes der Mittelfliche der isotropen Platte in 
Richtung der Achsen 2, y, 2, 

N;, 7;,Q;, M;, D; (i = x, y) Schnittgr6Ben am Element der orthotropen Platte nach 
Abb. 2 bezogen auf die Mittelfliche der isotropen Platte, 
Ty SchubfluB im Versteifungsprofil, 


p Belastung je Einheit der Mittelfliche der isotropen Platte. 
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AuBerdem seien folgende dimensionslose Abkiirzungen benutzt: 


F F S 
asst i bitte wees g 
ra i Onee ? CO = SE Sao free ? Y Pe, ’ 
a PF F\ 
eee “} (+=) 
es ¥2 (Y — py?) — Spty + syt Sply 
4=— = — ee 
F \3 5) 1 Sp ’ $2 B ’ 
(«+= syty (1+ 2) + apt dpi Vel Lat 
$B 
Ty ar A ‘ Ff, p p 1—w 1 
1 2> ae apeAL? % 
2F, (++ =) (t+ =] ae TO 


ILI. Elastizitaétsgesetz fiir die Schnittgré8en. 


Fiir den Verformungszustand sollen die bei diinnen Platten iiblichen Voraus- 
setzungen gelten, insbesondere die Annahme vom ,,Geradebleiben der Normalen“ 
zur Mittelflache. Daraus wird fiir die Versteifungen, die als biegungsfeste Stabe 
aufzufassen sind, die Annahme vom Ebenbleiben der Querschnitte. SchlieBt man 
eine Nachgiebigkeit der Schubverbindung zwischen der isotropen Platte und den 
Versteifungen aus, so kénnen die Dehnungen an jeder Stelle auf Grund der genannten 
Annahme durch die Ableitungen der Verschiebungen w,v, w der Mittelflaiche der 
isotropen Platte ausgedriickt werden. Mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes, bei dessen 
Ansatz in der isotropen Platte o, und o,, in den Versteifungen nur o, beriicksichtigt 
werden, ergibt sich dann fiir die Lingskrafte und Biegemomente der folgende Zu- 
sammenhang mit den Verschiebungsableitungent. 


Ty Et , i , S wr 
Ne=qoge tur) t+E(S4 = w'"), | 

Et 
Ny= 1— 2 (vu + pw), 

He S ii | (la—d) 
M,= “12 (1 — 72) (w’’ + ww) +H(> i ="), | 
Ee os 

M,= 12 (1 — p2) (ws + ww"). J 


Zur Aufstellung des Elastizitatsgesetzes fiir die Schubkrafte und Drillmomente 
sind weitere Annahmen erforderlich. Am einfachsten liegen die Dinge beim Drill- 
moment D,. Hier geniigt die Annahme, da8 sich die in #-Richtung laufenden Ver- 
steifungen an der Aufnahme des Drillmomentes nicht beteiligen, so daf die isotrope 
Platte alles allein aufnimmt. Es gilt dann 

BB 


eSATA De cme a (2) 

Den gleichen Anteil — jedoch der Vorzeichendefinition von Abb. 2 entsprechend mit 

positivem Vorzeichen — liefert die isotrope Platte auch fiir D,. Dieser Anteil sei 
E#é 2 

bess 1 BRT a (3) 


AuBerdem ist aber zur Ermittlung von D, die Verdrehbeanspruchung der Ver- 
steifungen zu beriicksichtigen. Dazu sei angenommen, da das Versteifungsprofil 


1 Eine ausfiihrliche Ableitung dieser Beziehungen findet sich bei A. Pfliger: Ingenieur- 
Arch. 16, 111 (1947). 


Ingenieur-Archiv IX, 2—3. 14 
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zusammen mit dem Abschnitt sz der isotropen Platte (vgl. Abb. 1b) einen Torsionsstab 
mit diinnwandigem Hohlquerschnitt darstellt, in dem bei Verdrehbeanspruchung ein 
konstanter Schubflu8 entsteht. Damit wird nur die Saint-Venantsche Verdreh- 
steifigkeit beriicksichtigt und die Auswirkung einer Behinderung der Querschnitts- 
verwolbung vernachlassigt. Mit dieser Annahme befindet man sich fiir die Abschatzung 
der Verdrehsteifigkeit zweifellos auf der sicheren Seite und ist der Wirklichkeit vermut- 
lich wesentlich naher, als wenn man auch fiir die Torsionsbeanspruchung ein Eben- 
bleiben der Querschnitte voraussetzen, die Verwdlbung also ausschlieBen wiirde. 
Es ergibt sich dann als zweiter Beitrag zu D, 
EH Ty oe 


ae TT. © 


= ——— _ 
: Als Drillwinkel der Versteifungen ist dabei mit Riicksicht 
Ik auf ihre Verbindung mit der Platte die Verwindung w’: 
Xa eingesetzt. Fiir das Drilltragheitsmoment Jp gilt mit den 


Bezeichnungen von Abb. 1b die Beziehung 
Abb. 3. Statisch unbestimmte 


F : 4 fF 2 tty 
SchubfluBverteilung in den Ip = —— ot Wat eat Dasa (5) 
Versteifungen. pas deed oy ey 


t ty 


Da D, definitionsgemiB das Drillmoment in bezug auf eine Achse sein soll, die 
in der Mittelflache der isotropen Platte liegt, ist noch ein dritter Beitrag D,, zu bertick- 


sichtigen, der sich dadurch ergibt, daB die Resultierende aller in y-Richtung ver- 
laufenden Schubspannungen in einem gewissen Abstand von der Mittelflaiche der 
isotropen Platte angreift. Zur Ermittlung von D,, ist zunachst eine nahere Betrachtung 


der Schubiibertragung notwendig. 

Diese ist, wie in Abb. 3 angedeutet, dadurch einfach statisch unbestimmt, da in 
jedem Versteifungsprofil ein konstanter SchubfluB auftreten kann, der mit X, be- 
zeichnet sei. Zwischen den Versteifungen herrscht in der isotropen Platte der Schub- 
fluB 7, des statisch bestimmten Hauptsystems. Nach bekannten Gesetzen ist 

2B 


t 


X= i (6) 


y 
Nach Kenntnis von X, ergibt sich dann unter Beriicksichtigung der in den Abb. 2 
und 3 enthaltenen Vorzeichendefinitionen 
Se dei 
S Sply+Spt 


Dy = —2F,=2 = 


we) 


Ps (7) 


Um Des durch die w, v, w ausdriicken zu kénnen, muB als Nichstes das Elastizitits- 
gesetz fir 7’, aufgestellt werden. 


Hierzu wird die Schubverzerrung wu: + v’ der Mittelfliche der isotropen Platte 
betrachtet und angenommen, dai sie einem mittleren Schubflu8 7, proportional ist, 
der sich ergibt, wenn man die in der isotropen Platte wirkenden Schubkriifte iiber die 
Lange dx des Plattenelementes summiert und die Summe dann wieder gleichmaBig 
tiber dx verteilt. Es sei also 

ig E t ! 

Ds Pat: 2(1 + i) (w v ). (8) 
Der im Versteifungsprofil, das hei%t im Bereich von der Linge sy, bei Schub- und 
Torsionsbeanspruchung herrschende Schubflu8 sei mit 7'y bezeichnet (X, war der 
SchubfluB in der Versteifung fiir reine Schubbeanspruchung, das heiBt fiir w’* = 0) 


| 
| 
| 
| 
| 
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Der in der isotropen Platte im Versteifungsbereich von der Lange sz wirkende Schub- 
flu ist dann 7’, — Ty. Da sich der Schubflu8 7 zwischen den Versteifungen iiber 
die Lange s — sz erstreckt, ergibt sich fiir 7’,, die Gleichung 


fp — (2. a Ty) 8B + fe (s = SB), 


also i 
= “Bo 
a — Ts i: Ty ens (9) 
Fir Ty gilt unter Beachtung der Vorzeichendefinition von D;, und X, 
1D AS 
Ty = = ye a 
und mit (4) und (6) 
E fs Deets 8p ty 
y= 2(l+4yu) 2F, ais. op ty + apt a (10) 
Setzt man (10) in (9) und (9) in (8) ein und lést nach 7, auf, so folgt 
Et : , E In 8, * 
Ts = 304d | (wu v') eT a) oF, 8 E,w (11) 


mit der bereits in Abschnitt 2 eingefiihrten Abkiirzung 


Palme (Hh y 


gy ae - sane 

sty (I + 22 + spt 

Dasselbe Elastizitaitsgesetz gilt auch fiir 7’,, da fiir das Element nach Abb. 2 aus der 

Momentengleichgewichtsbedingung um eine Parallele zur z-Achse 7’, = T,, folgt. 
Mit (11) kann nun auch der aus (7) folgende Drillmomentenbeitrag D,, und damit 

weiter unter Benutzung von (3) und (4) das Drillmoment 


Dy Digs Dect Digs 


in der endgiiltigen Form angegeben werden. Man erhalt nach passender Zusammen- 
fassung der einzelnen Glieder 


sicko ea Bt Ip Nee 2F; . , 
D.= Bip ” ai Al Sei, te ae ek ee (12) 
mit der weiteren Abkiirzung 
Sply 


&= re . 
opty (Lt 2) + apt 

Damit ist das gesamte Elastizitatsgesetz fiir die SchnittgroBen nunmehr gefunden; 
es wird durch die Gl. (la—d), (2), (11) und (12) dargestellt. 


IV. Gleichgewichtsbedingungen und Differentialgleichungen. 


Die sechs Gleichgewichtsbedingungen fiir die am Plattenelement angreifenden 
Schnittgr6Ben lauten nach Abb. 2 


Ne P= 0; D; MF Op =; 
Ny +7,’ = 0, pe eM Ot ao (13a—f) 
Le ee Pete oe a Te Ty = 9. 


Auf (13f) war bereits oben hingewiesen worden. Nach Elimination der Querkrafte Q, 
und Q, erhalt man aus (13c, d,e) die Gleichung 


De he emda Mo rep = 0. (14) 


14* 
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Fiihrt man in (13a, b) und (14) das im vorigen Abschnitt fiir die SchnittgroBen 
aufgestellte Elastizitatsgesetz ein, so ergeben sich unter Benutzung der in Abschnitt 2 
angegebenen dimensionslosen Abkiirzungen die folgenden Differentialgleichungen fur 
die wu, v, w. 

1— 1 
_ ogur 4 (x 


| 
+54 wb raw™ =0, | 
{ 


ou’ + 


see —pierow4 


ie " if , Le Tie 
ov" + 5 O10 + o(u +s" &)u"+—F* pdraw = 0, 
Ta 


(1 —= [?) pu” aoSy aa (A we! a 9 oe wi of o w?**) = 
a. 


Ilee 


+ (LH) eve ba(u’ +0) — (LW) i vediz raw’ +p =0. 


—e 


V. Zur Lésung der Differentialgleichungen. 
Es seien lediglich zwei praktisch wichtige Beispiele betrachtet. 


a) Allseitig gelenkig gelagerte Rechteckplatte. 


Fiir eine Rechteckplatte, die lings ihrer Rander die sog. Navierschen Rand- 
bedingungen aufweist, wird eine Losung méglich, wenn sich die Belastung durch eine 
Fouriersche Doppelreihe von der Form 


p = S| D'emasinm= x sinn = y, (16) 
n m 
TOE ee RPG ee 


darstellen 1aBt. Die Differentialgleichungen werden nimlich dann fiir eine beliebige 
Harmonische mit dem Index mn durch den Ansatz 


A A ° Ma 
u = An, COSm— x SiINN > Y, 


o = B,,, sinm— x cosn> y, (17) 


C ° wt . M8 
w= Cmn Sin mw sinn=y 


erfiillt. Langs der Plattenriinder werden dabei die GréBen w, NV,, N,, 
M,, und M, zu Null. Nach Einsetzen von (16) und (17) in (15) ergeben 


sich drei lineare Gleichungen fiir die Koeffizienten A,,», Binns Cin n- 


Lastangriff 


b) Plattenstreifen unter Einzellast. 


Abb. 4 entsprechend sei ein quer zu den Versteifungen unendlich 
langer Plattenstreifen von der Breite a untersucht, der lings seiner 
beiden Rander gelenkig gelagert ist und in der Mitte durch eine Einzel- 
last beansprucht wird. Nach einem schon von Nadai? angegebenen 
Lésungsweg wird zuniachst eine lings der a-Achse wirkende Linien- 
last betrachtet, die als Fourierreihe in der Form 


Abb. 4. 


Plattenstreifen 


unter Einzellast. = VW . x 
p (x) = 2 ensinna—, 4 ee 1 By is oe (18) 


n 


» A. Nadai: Elastische Platten, 8. 78. Berlin. 1925. — Vgl. auch K. Girkmann: Flichen- 
tragwerke, 8.174. Wien. 1954, — K. Trenks: Bau-Ing. 29, 372 (1954). 


I NN le 
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dargestellt wird. Die Einzellast P ergibt sich hieraus, wenn die Entwicklungs- 
koeffizienten So 
Cz =, sin ns (19) 


gesetzt werden. Die Differentialgleichungen (15) und die Bedingungen an den Riindern 
« = und « =a kénnen in den belastungsfreien Bereichen durch den Ansatz 


¥ v 
= D Ane? a COS NT —-, 
n 


oN ny v 
v=) B,e"’ a sin n uy (20a, b, c) 
n 


w oa CL e** fe sin n no 
n 
befriedigt werden. Setzt man (20) in (15) ein, so erhalt man bei jeder Harmonischen 
fiir die A,, B,, C, das folgende homogene Gleichungssystem 


1—yu 2 2 Gad 
A, (—5" 0 &:* —wtat) + Bae (u +75" 8) oa + } 


a Cyn (1 —) pre +S" hy, 18a] = 0, 


I—u,. are 
A,, o(u = i = é,) va— B, o (> sah é, 2° + 
l1—p : 
+ C,n—>— 91 6,7 » 2 = 0, 
A, [(1 — w*) pa? — (1 — p) @ Yn &2 2] — B, (1 — 1) 0 po Sg 0? — 


1 
yy (Amt — 2 oF 8x? + oot) — (1 — 1) v1 Yad go? a4] = 0. 


(21a, b, ¢) 


—C,nt 


Aus der Forderung, dai die Koeffizientendeterminante dieses Gleichungssystems 
verschwinden mu8, ergibt sich eine Gleichung achten Grades fiir den Parameter y. 
Wie aus (21) hervorgeht, ist diese Gleichung glicklicherweise unabhaingig von n, 
da die Determinante nach Division ihrer dritten Spalte durch n diesen Parameter 
nicht mehr enthalt. Die acht Wurzeln der Gleichung fiir » brauchen also fiir eine 
bestimmte Konstruktion nur einmal ausgerechnet zu werden. 

Man erhalt damit acht verschiedene Lésungen fiir die u,v, w und ebenso viele 
zunichst noch freie Integrationskonstanten. Ein solches Lésungssystem gilt fiir jede 
Halfte des durch die 2-Achse geteilten Plattenstreifens; insgesamt sind damit 16 
Integrationskonstanten festzulegen. Aus der Bedingung, dai nur Lésungen in Betracht 
kommen, die mit wachsendem positivem bzw. negativem y abklingen, ergeben sich 
jedoch sofort acht der Konstanten zu Null. Zur Bestimmung der restlichen acht 
dienen die Bedingungen, daf lings der z-Achse die Verschiebungsgr6Ben wu, v, w, w’, 
w',u',v: fiir beide Plattenhilften iibereinstimmen miissen und die Differenz der 
Querkrafte gleich der durch (18) und (19) gegebenen Belastung sein muB. Dieser 
ganze Rechnungsgang ist in der numerischen Durchfiihrung zwar etwas umstindlich, 
aber durchaus noch tragbar’. 


VI. Vergleich zwischen Theorie und MeSergebnissen. 


Die in den vorstehenden Abschnitten entwickelte Theorie enthailt auBer den fiir 
diinne Platten iiblichen Voraussetzungen einige zusitzliche Annahmen, deren ein- 


8 Durch passende Annahmen kann man auBerdem leicht zu Néherungen gelangen, die 
erheblich weniger Rechenaufwand erfordern und in gewissen Parameterbereichen fur die Praxis 
hinreichend genau sind. Fiir die orthotrope Platte ohne Hohlsteifen ist dies gezeigt bei 
K. Trenks: a. a. O. — E. Giencke: Stahlbau 24, 128 (1955). 
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schneidendste wohl die ist, daB die Torsion der Versteifungen ohne WoOlbbehinderung 
vor sich gehen soll. Da es wesentlich erschien, die Zulassigkeit dieser Annahme nach- 
zuweisen, wurden an einem Modell, dessen Abmessungen aus Abb. 5 hervorgehen, 


10 20 30 40 xem] 


Plattenmitte 


w [mm] — Rechenergebnis 
@ MeBpunkte 


Abb. 6. Plattendurchbiegung fiir y = 0 in Ab- 
hangigkeit von x fiir eine Einzellast von 100 kg. 


6x, 6y by [an] 


Me&stellen fiir 6,und 6y 


Abb. 5. Versuchsmodell einer orthotropen Platte. 400 


Durchbiegungs- und Dehnungsmessungen 30 
durchgefiithrt und mit dem Resultat der 
Rechnung verglichen. 2004-3 


- 35mm >| ~Melestelle 
i fa r & 


=== Rechenergebnis 
20 coB8 = Mepunkte 
w [cm] bes , 
e plete Ne Abb. 8. Liangsspannungen o,, o, (auf der 


Plattenoberseite) und op (auf der Unterseite der 


Abb. 7. Plattendurchbiegung fiir 7 = = in Ab-  Versteifungen in w-Richtung) fiir « = > in Ab- 


hangigkeit von y fiir eine Einzellast von 100 kg. _ hiaingigkeit von y fiir eine Einzellast von 100 kg. 


Um hinreichend groBe und gut meBbare Verformungen zu erhalten, wurde als 
Werkstoff Leichtmetall (Al-Mg-Si-Legierung) mit # = 700000 kg/cm? gewahlt. Da 
eine SchweiBung in Anbetracht der diinnen Blechstiirke nicht méglich war, wurden 
die Versteifungen auf das Deckblech mit einem Kunstharz-Kaltkleber geklebt. 
Jedes Verziehen des Versuchsstiickes wurde so ohne Schwierigkeiten vermieden. 
Dagegen zeigte sich als Nachteil des Klebens eine verhiiltnismaiBig groBe Nachgiebigkeit 
der Leimschicht bei Schubbeanspruchung. Diese Verformung wurde durch besondere 
Versuche bestimmt und die oben entwickelte Theorie zu ihrer Beriicksichtigung 
entsprechend erginzt. Es sei hier darauf verzichtet, diese Ergiinzung im einzelnen 
anzugeben, da sie nur fiir die Versuchsauswertung, aber nicht fiir das Thema dieser 
Arbeit von Belang ist. 

Die Platte wurde an ihren langen Seiten frei aufgelagert, wiihrend die kurzen Seiten 
kraftefrei blieben. Als Belastung wurde eine Kinzellast in Plattenmitte aufgebracht, 
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da die Auswirkung torsionsfester Versteifungen bei einer Beanspruchung durch Einzel- 
lasten praktisch besonders wichtig ist. Fiir die Rechnung wurde die Platte als Streifen 
von der Breite a aufgefaBt und nach der in Abschnitt 5b angegebenen Methode be- 
handelt. Das Ergebnis zeigt, da8 diese Niiherung vollkommen hinreichend ist, da 
an den kurzen Seiten der Platte die Spannungen und Durchbiegungen im Rahmen der 
MeBgenauigkeit Null sind. Die Versteifungen wirken sich eben so aus, daB die Belastung 
vorwiegend in x-Richtung zu den Auflagern abgetragen wird und die Beanspruchung 
in y-Richtung sehr schnell abklingt. 

Die Ergebnisse von Rechnung und Messung sind in den Abb. 6, 7 und 8 aufgetragen. 

Abb. 6 und 7 zeigen die Durchbiegung der Platte in den Symmetrieebenen, das heiBt 


fiir y = 0 und fiir x = : Die gemessenen Werte sind etwas kleiner als die gerechneten, 


was auf die in der Theorie nicht beriicksichtigte Wé6lbbehinderung zuriickzufiihren 
sein diirfte. Diese Unterschiede sind aber hinreichend klein, um praktisch vernach- 
lassigt werden zu kénnen. Dieses wird um so mehr berechtigt sein, als der Fehler im 
wesentlichen auf der sicheren Seite liegt. In Abb. 8 sind die Ergebnisse von Dehnungs- 
messungen dargestellt. Auch hier ist eine befriedigende Ubereinstimmung zwischen 
Theorie und Messung festzustellen. Lediglich in unmittelbarer Nahe der Einzellast 
wird die Theorie, die hier unendlich groBe Spannungen liefert, unbrauchbar. In 
Abb. 8 macht sich das fiir o, bei dem MeBpunkt, der bei y = 3°5 cm liegt, bemerkbar. 
Es handelt sich hier um dieselbe Schwierigkeit, die auch bei der gewéhnlichen Theorie 
isotroper Platten in der Nahe des Angriffspunktes von Einzellasten auftritt. Falls 
praktisch tiberhaupt notwendig, mu hier wie dort die Theorie durch besondere 


Uberlegungen ergiinzt werden. 
(Hingegangen am 31. Marz 1955.) 


Neue Untersuchungsergebnisse an Brennstoffstrahlen. 
Von A. Pischinger und F. Pischinger, Graz. 
Mit 10 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Exakte optische Untersuchungen an Brennstoffstrahlen vermitteln neue 
Erkenntnisse tiber das Verhalten von Strahlen in ruhender und bewegter Luft und zeigen den 
Kinflu8 der Diisenform. Einspritzungen in Vakuum erméglichen Schlisse auf die Strémung in 
der Diise. 

Summary. Optical precision measurements on liquid fuel jets have given new information 
on the behaviour of jets in stagnant and moving air, and have shown the influence of the nozzle 
shape. By means of injections made into a vacuum it has been possiblé to draw conclusions on 
the flow in the nozzle. 


Résumé. Des recherches optiques trés précises faites sur des jets de carburant conduisent 4 
de nouvelles connaissances sur le comportement de jets dans l’air tranquille et agité, et montrent 
Vinfluence de la forme de la tuyére. Des injections dans le vide permettent de tirer des conclusions 
sur écoulement dans la tuyére. 


Fiir alle Warmekraftmaschinen, bei denen der Brennstoff durch Einspritzung 
zugefiihrt wird, nehmen die Untersuchungen iiber die Ausbildung und das Verhalten 
des Brennstoffstrahles eine hervorragende Stellung ein. Dies gilt besonders fiir den 
Dieselmotor, wo die Giite der in auBerordentlich kurzer Zeit vor sich gehenden Gemisch- 
bildung entscheidend von der Form des Strahles, seiner Kindringtiefe und seinem 
Verhalten im bewegten Gas abhangt. Die Einspritzeinrichtung des Dieselmotors 
besteht aus einer Kolbenpumpe, die periodisch eine bestimmte Menge Dieseléls durch 
die Einspritzdiise schickt. Der Zugang zur Diise ist knapp vor dem Brennstoffaustritt 
durch ein federbelastetes Ventil abgeschlossen. Das Ventil wird durch den Pumpen- 
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druck selbst geéffnet, wenn dieser ein bestimmtes MaB, den Offnungsdruck, tiber- 
schreitet, der der Vorspannung der Ventilfeder entspricht. 

Versuche, die Ausbildung und die Zerstiubung des Strahles durch Rechnung zu 
erfassen, scheiterten bisher. Die Untersuchungen miissen daher vorwiegend durch den 
Versuch gefiihrt werden. Dabei kommt der optischen Erfassung des Strahlbildes eine be- 
sondere Bedeutung zu. Miller und Beardsley! gelangen die ersten Filmaufnahmen von 
Brennstoffstrahlen in ruhenden Medien, wie sie seither auch an anderen Stellen zu einem 
wichtigen Hilfsmittel fiir die Forschung wurden. 

Im Laboratorium fiir Verbrennungskraftmaschinen 
der Technischen Hochschule Graz wurde in jiingster 
Zeit von den Verfassern eine Hinrichtung gebaut?, die 
es ermoglicht, den Brennstoffstrahl in kurzen, exakt 
gesteuerten Intervallen photographisch festzuhalten 
und erstmalig auch systematische Untersuchungen 
von Brennstoffstrahlen in bewegter Luft anzustellen. 
Nachstehend sind einige mit dieser Anlage ge- 
wonnene neve Ergebnisse mitgeteilt. 


Federkraft 
SZ! 


Austlubgerschnitt pt 


Q7 G2 03 Q4% O5 06 
Duise B —> Hubh, mm 


Abb. 1. Einspritzdiisen. Abb. 2. Wirksamer Ausflu8querschnitt der Brennstoffdiisen. 


Abb. 1 zeigt zwei normale, im Motorenbau verwendete Diisen. Diise A (Zapfen- 
diise) hat eine kreisringférmige, Diise B (Lochdiise) eine kreisférmige Austrittsdffnung. 
Der effektiv wirksame AusfluBquerschnitt ist in Abb. 2 in Abhaingigkeit vom Ventil- 
nadelhub fA dargestellt. Der Ausbildung der Ventilnadel entsprechend, ist dieser im 
ersten Teil des Hubes stark verschieden, bei voller Offnung aber fiir beide Diisen 
annahernd gleich. Fir die Untersuchungen werden beide Diisen an das gleiche Ein- 
spritzsystem (bestehend aus Pumpe und Leitung) angeschlossen, ein Offnungsdruck 
von 130 at an der Diise, eine Drehzahl von 1000 U/min und eine Férdermenge von 
45mm? Diesel6l* je Einspritzung an der Pumpe eingestellt. Das Férdergesetz des 
Pumpenkolbens, dessen Geschwindigkeit wihrend der Férderung etwas zunimmt, 
ist somit fiir beide Diisen gleich. In beiden Fiillen 6ffnet das Ventil voll. Beide 
Diisen verhalten sich dabei im Motor wesentlich verschieden. Vergleichende Betrach- 
tungen sollen nun zur Klirung der Ursache des verschiedenen Verhaltens beitragen. 


Kinspritzungen ohne Einflu8 zusitzlicher Lufthewegung. 


Die bekannteste und hiiufig beniitzte Art der Untersuchung besteht darin, den 
Strahl beim Einspritzen in ein ruhendes Medium zu beobachten. Abb. 3 zeigt dieses 
Bild fiir beide Diisen, wenn in Luft von 20°C und 12 at Druck abgespritzt wird. 


1H. E. Miller und E. G. Beardsley: N. A.C. A. Bull. Nr. 268 (1927). 

> F. Pischinger: Verfahren zur Untersuchung von Dieseleinspritzstrahlen. M. u. W., H. 3 
(1955). 

* Das spezifische Gewicht des Brennstoffes betriigt bei 20°C 0°843 g/em3, die Zihigkeit 
0°0608 Poisen. 
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2 i einzelnen Bilder entstammen nicht einer einzigen Einspritzung, sondern einer 

i cies aufeinanderfolgender Strahlen, wobei der Aufnahmezeitpunkt jeweils genau um 
1° Nockenwinkel der Pumpe in Drehrichtung spiter gelegt ist, das entspricht bei einer 
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700 mm 


700 inm 


Abb. 3. Einspritzungen in ruhende Luft. Diise A. Die B. 


Pumpendrehzahl von 1000 U/min einer relativen Verschiebung um _ 0°000167 sec. 
Mit dieser Aufnahmeart ist es mdglich, wihrend der Beobachtung auch allfallige 
Streuungen in den aufeinanderfolgenden Einspritzungen zu registrieren und auf diese 
Art und Weise Mittelwerte festzuhalten. Die Kiirze der Zeitintervalle erméglicht 


auch eine genauere Beobachtung des Strahles knapp nach dem Offnen des Ventils 
als bisher. 


l4a 


210 A. Pischinger und F. Pischinger: 


Die iibliche Auswertung dieser Bilder besteht in der Feststellung des Strahlaus- 
sehens und in der Aufzeichnung des Eindringweges und der Eindringgeschwindigkeit 
iiber der Zeit. Das Strahlaussehen beider Diisen zeigt keine grundlegenden Unter- 

schiede. In Abb. 4 und 5 ist der 


tg a AA Q ‘5 Weg der Strahlspitze und ihre 
ae ae of Geschwindigkeit fiir beide Diisen 
Fy, ’ “und verschiedene Luftdichten dar- 

- ae 7 EET” £  gestellt. Im Gegensatz zu bis- 
2 4% oe ee a g herigen Annahmen, daf die Spit- 
g § zengeschwindigkeit von einem 
8 vs [ * vo ® Héchstwert beim Einspritzbeginn 
2S 4 oa on absinkt, steigt sie hier allge- 
” mein bis zu einem Héchstwert an, 

eet Lees = 4 der bei kleinen Luftdichten sogar 
ss auBerhalb des Bereiches der hier 

Beat ee 15.10°* 20.10°* untersuchten Strahllangen fallt, 
mei und sinkt erst dann ab. Im 


Abb. 4. Strahlspitzenweg J und Geschwindigkeit w fur Wakyum strebt die Geschwindig- 
die Duse A. ana z 
keit einem Hochstwert zu. 


Aus der Zunahme der Spitzengeschwindigkeit kann man schlieBen, daB diese 
stets von neuen Teilchen beeinfluBt wird, die nach Spritzbeginn die Diise mit erhdhter 
Geschwindigkeit verlassen und ihre langsameren Vorganger iiberholen oder auf diese 
einen Impuls tibertragen. Dem- 
nach mu die Austrittsgeschwin- 
¥// 12 digkeit aus der Diise und deren 
ms, Veranderung mit der Zeit von 
Bedeutung fiir das Eindringgesetz 
des Strahles sein. 
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60 = 120 ss 
Vakuum der Strahl nach Verlassen 
gait | He der Diise sich praktisch ohne den 
S EinfluB auBerer Krafte weiter 
4 i, - bewegt, kann aus der Struktur der- 
a [ artiger Strahlen auf die Stro6mung 
sai eneee sti! mee 40 Ces in der Diise geschlossen werden. 
Abb. 5. Strahlspitzenweg 1 und Geschwindigkeit w fiir ite es bs oe hice aaacere 
die Dise B. lisen wiedergegeben. 
Aus ihnen ist zu ersehen, daB der 
Kinspritzstrahl in seiner Lingsrichtung gegliedert ist, entsprechend den bekanntlich 
in intermittierend arbeitenden Kinspritzsystemen auftretenden Druckschwingungen‘. 
Die den Druckmaxima entsprechenden Knoten bewegen sich nach Verlassen der 
Diise mit konstanter Geschwindigkeit fort. Entsprechende Knoten sind in Abb. 6 
fiir Diise A durch Gerade verbunden, deren Steigung die Geschwindigkeit und deren 
Schnittpunkt mit der in Diisenebene liegenden Horizontalen den Zeitpunkt wieder- 
gibt, in dem an der Diise diese Austrittsgeschwindigkeit herrscht. Auf diese Weise 
kann die wichtige Grofe der AusfluBgeschwindigkeit aus der Diise mit einer Sicherheit 
bestimmt werden, wie dies mit anderen Mefimethoden bisher nicht méglich war. 
Sie ist entsprechend Abb. 6 verinderlich, was durch die verinderlichen Driicke vor 
der Diise und die Drosselung beim Offnen und SchlieBen verursacht ist. Bei der 


* A. Pischinger: Beitrag zur Mechanik der Druckeinspritzung. ATZ. Beih. 1 (1935). 


Da bei Einspritzungen im 
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g 
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Zaptendise A ist sie in der ersten Zeit nach dem Spritzbeginn kleiner als bei der 
Diise B. Dadurch erklart es sich, daB die Strahlspitzengeschwindigkeit fiir die Zapfen- 
diise nach Spritzbeginn zunichst niedriger ist als fiir die Lochdiise, wie es ein Ver- 


Langen 
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Abb. 6. Einspritzungen in Vakuum. Diise A. Dise B. 


gleich der Abb. 4 und 5 zeigt. Aus den Strahlbildern im Vakuum ist deutlich zu er- 
sehen, daB die rascheren die langsameren, zuerst abgespritzten Strahlteile einholen 
oder tiberholen miissen. Bei Hinspritzungen in Luft bleibt zwar die Geschwindigkeit 
der austretenden Teile nicht mehr konstant, ein Vordrangen der schnelleren Teile 
ist aber auch dann zu beobachten. 

14a* 


Abb. 7. Brennstoffstrahlen im Querstrom, Diise A. Diise B, 


50mm 


Abb. 8. Brennstoffstrahlen im Gegenstrom, Diise A. Diise B. 
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Das Bild im Vakuum gibt nicht nur tiber die Ausflu8geschwindigkeit aus der 
Diise Auskunft, sondern es 14Bt auch einen SchluB auf den Zerfall in Luft zu. 


Der Strahl der Zapfendiise ist im Vakuum kompakt, und nur die Druckschwingungs- 
knoten sind etwas besser aufgelockert. Das erste Strahlstiick nach dem Offnen der 
Diise erscheint auch bei der Lochdiise kompakt. Spater aber verlaBt der Brennstoff 
die Diise in einem kegelformig aufgeweiteten Strahl. Besonders erweitert erscheinen 
die Stellen der Schwingungsknoten. Bei dem aus der Lochdiise stromenden Strahl 
sind also starkere-radiale Geschwindigkeitskomponenten vorhanden als bei der Zapfen- 
diise, die eine Zersplitterung des Strahles beim Austritt trotz der Oberflachen- und 
Zahigkeitskrifte bewirken. Der im Vakuum schon am Austritt besser zersplitterte 
Strahl wird, wie die Abb. 4 und 5 zeigen, auch in Luft letzten Endes starker abge- 
bremst. Eine streng bewiesene Theorie tiber den Zerfallsmechanismus derart schnell 
ausflieBender Fliissigkeitsstrahlen im gasférmigen Medium gibt es noch nicht. Nach 
einer Theorie von Castleman® entstehen unter dem Einflu8 der Relativbewegung 
zwischen Fliissigkeitsoberflache und Luft feine Fliissigkeitsfaden, die unter dem 
Einflu8 der Oberflichenkrafte in Tropfchen zerfallen. 


Fir die Gemischbildung im Dieselmotor ist es nicht ausreichend, der Diise allein 
die Verteilung des Brennstoffes im Brennraum zu tiberlassen. Es wird dazu noch 
eine durch die Kolbenbewegung angefachte Luftbewegung herangezogen. Unter- 
suchungen von Brennstoffstrahlen miissen sich daher auch auf ihre BeeinfluBbarkeit 
durch bewegte Medien erstrecken. Im folgenden ist die Beeinflussung durch zwei 
einfache Formen der Luftstr6mung beschrieben. 


Das Verhalten im Querstrom. 


Der Brennstoffstrahl wird in einer bestimmten Entfernung von der Diise von 
einem senkrecht zur Strahlachse gerichteten 3mm breiten Luftstrom angeblasen, 


Brennstoff 


Abb. 9. Verhalten des Brennstoffstrahles bei Querstrom, schematisch. 


wie schematisch in Abb. 9 dargestellt. Abb. 7 zeigt das Strahlbild fiir beide Diisen 
bei einem Luftdruck von 14 at und einer Luftgeschwindigkeit von 180 m/sec. Der 
Winkel «, um den ein Teilchen aus seiner urspriinglichen Richtung abgelenkt wird, 
haingt fiir gegebene Versuchsbedingungen von seiner Masse, seiner Geschwindigkeit, 
seiner Gestalt (Widerstandsziffer) und auch davon ab, wie weit es infolge seiner Lage 
im Strahl durch andere Teilchen gegen die Luftstrémung abgeschirmt wird. Bestiinde 
der Strahl aus gleichartig beeinfluBten und mit gleicher Geschwindigkeit fliegenden Teil- 
chen, so wiirde jedes und damit der ganze Strahl um den gleichen Winkel abgelenkt 
werden, wodurch sich keine verbesserte Durchmischung mit der Luft ergibe. Abb. 7 zeigt, 
dab dies fiir einen Dieseleinspritzstrahl nicht zutrifft. Im Bereich des Luftstromes 
wird der Brennstoff bis nahe zur Strahlachse sehr stark abgelenkt. Der Strahl besteht 


eave ih Oastlentee jr.: The Mechanism of the Atomisation of Liquids. Bur. Standards 
J. Res. 369—376, March, 1931. 
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also offensichtlich aus einem relativ leicht durch die Luftstrémung erfaBbaren Strahl- 
mantel und einem durchschlagskraftigeren Kern, wie dies schematisch in Abb. 9 
dargestellt ist. Die den Kern bildenden Teilchen verhalten sich nicht gleichartig, 
so daf sie tiber einen gréferen Winkelbereich facherformig verteilt werden. Aus der 
GréBe des Ablenkwinkels und der Form und Geschwindigkeit eines Teilchens kénnte 
man die TeilchengréBe errechnen. Fiihrt man eine solche schitzende Rechnung fiir 
eine Kugelform durch, so ergeben sich bei 18° Ablenkwinkel fiir die vorliegenden 
Verhaltnisse so groBe Tropfendurchmesser, wie sie sich im vollkommen zerstaubten 
Strahl kaum feststellen lassen, woraus folgt, da’ an der Anblasestelle die Zerstaubung 
des Kernes noch lange nicht beendet ist. Die Méglichkeit einer facherformigen Auf- 
lésung dieses Kernes infolge seiner Inhomogenitit ist fiir die Gemischbildung eine 
notwendige Voraussetzung. 


Die gro&te Eindringtiefe des Strahles der Diise B betraigt weniger als die Halfte 
der des Strahles in ruhender Luft bei gleicher Dichte. Dies liBt den wichtigen SchluB 
zu, daf& der schmale seitliche Luftstrom auch wesentlich zur Zerstaéubung beitrigt. 
Der aufgesplitterte Strahl wird stiirker gebremst, weil fiir Trépfchen bestimmter 
Form die Masse mit der dritten, sein Luftwiderstand aber ungefahr mit der zweiten 
Potenz der GroBe abnimmt. 


Ein Vergleich der Bilder beider Diisen zeigt auch hier die bessere Durchschlagskraft 
der Zapfendiise A, die nach dem Gesagten auf einer entsprechenden Struktur des 
Strahlkernes beruhen muB. 


Die Strahlbilder beim seitlichen Anblasen geben somit Auskunft tiber den Aufbau 
des Strahles aus Mantel und Kern, welche Tatsachen in Ubereinstimmung mit auf 
anderen Wegen gewonnenen Erkenntnissen stehen (Messung der Brennstoffverteilung 
im Strahl, Plastilinabdriicke), und zeigen erstmalig die Bedeutung der Inhomogenitat 
des Strahles fiir die Gemischbildung in bewegter Luft. 


Brennstoffstrahlen im Gegenstrom. 


Die Versuchsanordnung zeigt schematisch Abb. 10. Der Diise gegeniiber liegt 
eine Bohrung, aus der Luft mit einer Geschwindigkeit von 140 m/sec strémt. Der 
Druck im Raum vor der Einspritzdiise betrigt 14 at, die Temperatur vor der Luft- 


Glaszylinder 


Brennstoft ~ 
ee 


Abb. 10. Versuchsanordnung fiir Gegenstrom. 


bohrung 20°C. Abb. 9 zeigt die Strahlentwicklung fiir beide Diisen. Infolge der 
vergréBerten Relativgeschwindigkeit zwischen Brennstoff und Luft wird der Strahl- 
kern rascher aufgelést und bildet durch die turbulente Luftbewegung einen gegeniiber 
den Abspritzungen in ruhende Luft stark vergré8erten Mantel. Die Bremswirkung 
auf den Strahlkern der Lochdiise ist so groB, daB dieser die Luftbohrung nicht mehr 
nennenswert durchschlagen kann. Die gréBere Durchschlagskraft des Strahles der 
Zapfendiise zeigt sich auch hier, denn sein Kern durchschlagt die Luftbohrung kraftig. 


(Eingegangen am 10. Mai 1955.) 
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Bemerkung iiber StoBprobleme fiir verbundene Systeme 
nach der Lagrangeschen Methode. 


Von Th. Pésehl, Karlsruhe. 


Zusammenfassung. StoBprobleme, die bei Gelenksystemen auftreten, werden in den meisten 
Lehrbiichern mit Hilfe der ,,synthetischen‘‘ Methode geldst, bei der jedes Glied fiir sich durch 
Anbringung der Gelenks- und Fiihrungskrafte betrachtet wird, die sodann wieder eliminiert 
werden, um den Bewegungszustand nach dem Sto8 zu erhalten. Dieser Umweg wird bei der 
Lagrangeschen Methode vermieden. Hinfache Beispiele. 


Summary. Impact problems occurring with linkages are in most textbooks solved by means 
of the ‘‘synthetic’? method, according to which each member is separately studied with its link 
and guiding forces, these being afterwards eliminated again in order to obtain the motion after 
the impact. This detour is avoided by using Lagrange’s method. Finally simple examples are 
given. 


Résumé. Les problémes de choc, qui se présentent dans des systémes d’articulation, sont, 
dans la plupart des livres d’étude, résolus a l’aide de la méthode « synthétique » dans laquelle on 
considére chaque membre pour lui-méme, en appliquant les forces d’articulation et de guidage, 
que l’on élimine ensuite pour obtenir l’état du mouvement aprés le choc. Ce détour est évité 
dans la méthode Lagrange. Exemples simples. 


Die ,,synthetische“ Behandlung von StoBproblemen fiir Korpersysteme, die durch 
Gelenke oder Kurvenfiihrungen miteinander verbunden sind, besteht bekanntlich 
darin, daB die Verbindungen der Systeme gelést gedacht werden und die zwischen 
diesen wirkenden Kriafte nach dem Gegenwirkungsprinzip eingefiihrt und fiir jedes 
System die Gleichgewichtsbedingungen der so entstehenden Kraftegruppen angesetzt 
werden. Um die Bewegungsgleichungen zu erhalten, mtissen diese Verbindungskrafte 
aus den Gleichungen wieder eliminiert werden, so da dieses Verfahren offenbar einen 
Umweg darstellt. Bei der Lagrangeschen Methode wird dieser Umweg vermieden 
und die Bewegungsgleichungen unmittelbar aus den Ansitzen fiir die kinetische und 
potentielle Energie gewonnen. Die Bewegungsgleichungen, die fiir StoB8vorgainge 
nur die Geschwindigkeiten erhalten, sind dann keine Differential-, sondern lineare 
algebraische Gleichungen. Bei der Anwendung dieses Verfahrens, das auBer von 
Lagrange selbst in einigen Werken (z. B. bei E. T. Whittaker, E. J. Routh u. a.) 
dargestellt ist, ist auf einen Umstand hinzuweisen, auf den sich die folgenden Be- 
merkungen beziehen. 


Bei Anwendung der Lagrangeschen Methode wird — ganz so wie bei kontinuier- 
lichen Kraften — die Lage des Systems durch unabhingige Koordinaten gq; (oder 
Parameter) festgelegt, deren Zahl der Zahl der Freiheitsgrade des Systems entspricht. 
In diesen Koordinaten wird sowohl die kinetische (7) als auch die potentielle 
Energie (U) ausgedriickt, wobei die Koeffizienten durch ihre Ausgangswerte (das 
sind die Werte vor dem Stof) ersetzt werden. Dann erscheint 7' als eine homogene 
quadratische Funktion der Geschwindigkeiten mit konstanten Koeffizienten, wobei 
die Geschwindigkeitsinderungen durch den Sto als Unbekannte auftreten. Da das 
System in irgendeiner Weise ,,gegen fest‘ abgestiickt wird oder mit irgendwelchen 
Geschwindigkeiten ,,auf fest“ auftrifft oder unmittelbar durch StéBe (Impulse) be- 
einflu8 wird, erscheint die potentielle Energie in der Form 


U = Impuls x Geschwindigkeitsinderung durch den StoB, 


die ebenfalls die Geschwindigkeitsinderung als Unbekannte enthalt. 
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Hat man ein System mit » Freiheitsgraden, so lauten die Lagrangeschen Be- 
wegungsgleichungen der impulsiven Bewegung 
sei a end fs, 
OG: \ AG lo “Say 
wobei Q; die in der angedeuteten Weise den Koordinaten q; zugeordneten generalisierten 
Impulse bedeuten. 

Der Ausdruck fiir 7’ ist, wie gesagt, durch dieselben Uberlegungen aufzustellen, 
wie es im Falle kontinuierlicher Krifte zu geschehen pflegt, wobei nur der Umstand 
zu beachten ist, daB die Geschwindigkeiten an den StoBstellen mit endlichen Betriigen 
einzufiihren sind, wihrend die ihnen entsprechenden ,,Koordinaten‘‘ die Werte be- 
halten, die sie vor dem StoB hatten. Dies entspricht genau den fiir Impulsbewegungen 
tblichen Ansitzen, bei denen lokale Geschwindigkeitsinderungen zugelassen werden 
k6nnen, ohne dafs die Lagekoordinaten irgendwelche Anderungen erfahren. In aihnlicher 
Weise ist auch beim Ansatz fiir die ,,potentielle Impulsenergie’ vorzugehen, — falls 
dieser Ausdruck fiir die Ubertragung auf Impulsbewegungen als angemessen angesehen 
werden kann. 

' Kin einfaches Beispiel mége die Anwendung dieses Verfahrens im Hinblick auf 
die angegebene Besonderheit erliiutern. Andere, in den bekannten Lehrbiichern 
(von Routh, Lamb, Love, Smart u. a.) behandelten Beispiele konnen alle nach 
dieser Methode in einfacher Weise gelést werden. 

Vier gleichférmige Stiibe von der Lange 2a und der Masse m liegen in Form eines 
Quadrates auf einer waagrechten Ebene; eine Ecke A des Quadrates wird von einem 
StoB J in Richtung der Diagonalen getroffen. Man berechne die Geschwindigkeit u 
von A und die Winkelgeschwindigkeit m der Seiten (die aus Symmetriegriinden gleich 
groB sind). 

Die kinetische Energie des Quadrates ist 


ee A 


8uaw 20 a? w? 
T= ( 2 u? — —— 
| a ane 
und die potentielle Energie 
U=—ZJu. 
Die Bewegungsgleichungen lauten: 
oT OU SO \ 
Bet Se TaD eh (4u— iF) ia 
or J bu 40aw)\ | 
Gam ; m( ‘cian 3 )=0. 
Daraus folgen die Werte 
- 5aw V2 und COS re 
ms 3 Eee? an. 


Wenn die vier Seiten einen Rhombus mit dem Winkel « bilden, der mit einer 
Geschwindigkeit V auf eine feste Ebene auftrifft (s. Routh), so erhalt man in ahnlicher 
Weise 

T—m\2u2?— 8uawsing + aor(S + 8 sin’ U = —4mVu 


und durch die partiellen Ableitungen nach w und aw: 


3 V sin « 


a Eee u=V + 2awsina. 


coe 
Diese Werte stellen die Anfangsbedingungen fiir die darauf folgende Bewegung dar. 
(Hingegangen am 26, Mai 1955.) 
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On Torsion with Variable Twist*. 
By E. Reissner, Cambridge, Mass. 


Summary. Ordinary differential equations and boundary conditions are obtained, by means 
of variational methods, for the determination of the effect of restraint against warping on spanwise 
variation of twist, and location of center of twist in the torsion of cylindrical shafts. Certain 
general conclusions concerning the location of the center of twist conclude the paper. 


Zusammenfassung. In der Arbeit werden gewohnliche Differentialgleichungen und Grenz- 
bedingungen abgeleitet fiir die Bestimmung des Einflusses der axialen Normalspannungen auf 
die Tordierung von zylindrischen Staében. Insbesondere wird das Problem des ,,Torsions Center‘‘ 
behandelt. Die Methode besteht in einer Verbesserung der St. Venantschen Theorie mit Hilfe 
der Variationsrechnung. 

Résumé. Dans ce travail, on déduit des équations différentielles normales et des conditions 
de limite pour déterminer l’influence des tensions normales axiales sur la torsion de barres 
cylindriques. On traite en particulier du probléme du «Torsions Center». La méthode consiste 
en une amélioration de la théorie de St. Venant & l’aide du calcul de variations. 


I. Introduction. 


The present note is concerned with the problem of torsion of cylindrical shafts 
of arbitrary cross section. We consider a shaft which is built-in at one end and 
acted upon by a torque at the other end. We are primarily interested in two 
questions : 

1. the effect of warping restraint on the relation between torque and twist; 

2. the effect of warping restraint on the location of the center of twist. 

Among earlier work on these questions we mention in particular considerations 
by Cicala! on the center of twist, by the author on beams with symmetrical cross 
sections? and by Benscoter? on thin-walled hollow shafts. The results of the present 
note are believed to go somewhat beyond known earlier results. 

We begin with a brief restatement of St. Venant’s torsion theory and Cicala’s 
determination of the center of twist. We then endeavor to analyze the effect of 
warping restraint by suitable variational methods. 


II. Fundamentals of St. Venant theory for uniform twist. 


Let « and y be coordinates in the plane of the cross section, the coordinate axes 
coinciding with the principal axes through the centroid of the section. Let z be the 
axial coordinate. 

Expressions for displacements are 


u=O2z(y—Yy), v=—Oz(e—a%), | (1) 
w= OB (x,y) +4 (Yo x — xy) +O0Dy, f 


where 2%, Yo, ®, are arbitrary constants, 0 is the angle of twist and ® is St. Venant’s 
warping function. Expressions for stresses are 


rake) 
ter = Gyo: =G Oy “Tr pasils 


SI Ae a 


* The results of this note were included in hectographed lecture notes of the author which 
were written in December, 1953. Acknowledgment is made of support received in the preparation 
of this paper by the Office of Naval Research of the United States Navy, under a Contract with 
the Massachusetts Institute of Technology. 

1 P. Cicala: Atti R. Accad. Sci. Torino 70, 356—371 (1935). 
E. Reissner: J. Math. and Physics 31, 214—221 (1952). 
8. U. Benscoter: J. appl. Mechan. 21, 25—34 (1954). 


Ty2 =Gyy,=G6 


2 
3 
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Equilibrium conditions in the interior and on the surface of the shaft lead to the 
differential equation 


V2D=0 (3) 
and to the boundary conditions 


f (a, y) = 0: Taz dy Ty, A% = 0, (4) 
| \\ %;,dA = \\ Ty,dA = 0, 
| \\ (y Taz — © Ty) dA = T. 


In terms of the warping function ® these boundary conditions assume the form 


2 = OF 


raked) ( o@ 
=0:(y + je) dy —(—2 + 2) de =0, (4’) 
J Paanlf aa =o 
f= OF fo © sctihe (5’) 
ee Wildes tn eats oP 0@ T 
\\[y +e oe ieanlied 5 | t= Ge 
With 
i= \\ (a2 + y?) dA (6) 
and the formula 
\\ (y®, — x®,)dA = — \\ (2 + 67)dA = — D, (7) 


the last of equations (5’) is equivalent to 7’ =G06C, where C = I, — D is the 
torsional rigidity of the shaft. 


The above results hold for arbitrary values of the constants x», yo, ®). As the 
cross sections rotate about the point (2%, y)) this point may be called the center 
of twist. Evidently, force boundary conditions for the ends z = 0 and z = L of 
the shaft leave this point undetermined and some condition involving displacements 
must be added. A possible definition is to say that the center of twist is given by 
those values of x, and y) which make w= 0 over one end section. However, 
St. Venant’s solution does not permit satisfaction of this condition. Cicala proposes 
instead the condition 


\\ u2dA = Min. (9) 
Evaluation of condition (9) gives 
r1,=\\ yOdA, Yj,—— || xOdA, @,A = — || OdA, (10) 
where : ly 
I,=\\jydA, I,=\j2dA, A=(\\dA. (11) 


The fact that this point (x, y)) coincides with another point which Trefftz‘ 
has defined as center of shear has been discussed by Weinstein’. 


Ill. Approximate solution for torsion without end-section warping by means of 
variational method. 


We generalize St. Venant’s displacement equations (1) in the following form 
u=B(zZ)y+um(2), v= —B(zZ)x + %(2), 
x (z) B(x, y) + Mo (z) © + Mo (2) Y + Wo (2). 


The functions B, w, Vp, %, Mo, No and wy will be determined by a variational procedure. 
The quantity ® is St. Venant’s warping function, which means that it satisfies 


(12) 


I 


Ww 


4B. Trefftz: Z. angew. Math. u. Mechan. 15, 220—225 (1935). 
5 A. Weinstein: Quart. Appl. Math. 5, 97—99 (1947). 
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equations (3), (4’), and (7) and the first two of equations (5’). In what follows @ is 
considered given. 
In addition to assuming suitable expressions for displacements we make the 
following assumptions for stresses. We set as in St. Venant’s theory 
Cpe Oy = tev (13) 
but do not assume o, as vanishing. We write 
Din Ie Cy SS EP ee (14) 
We take as eee conditions at the fixed end of the shaft, 
es 0 eS t= mS 0- (15) 
If (12) represented the exact solution of the three-dimensional problem then (15) 
would imply the relations £8 (0) = Uo (0) = v9 (0) = a (0) = mp (0) = Mo (0) = Wy (0) = 0. 
For the approximate solution which is to be obtained this will not necessarily be so. 
Boundary conditions at the end of the shaft at which the torque is applied are 


of the form (Jeedd =[frydd =0, | 
2=L Utes ieieiihc (16) 
Cpt) 
Relevant stress strain relations are of the form 
ow o ou ow he ov ow oF = 
Oz pi Be me UG dz OU me saps sia 


To proceed further we make use of a variational equation for stresses and 
displacements®. The equation : 
él = 0, (18) 
where 


r= \\\[feont+...+ (G+) tm W (6,..-Tyz)| du dy dz — 


— || —H) pe +. .Jd8— I] [ude +. 148, (19) 
is equivalent to equilibrium equations of the form 
Oo» OT» Cups ; 
om Bak t 3 = 9, ete., (20) 
to stress strain relations of the form 
ou ow : 
Eee = Oa,’ etc. (21) 


and to boundary conditions 4 
u=u, ete. on 8,, | 


Do =P, ete. on Sy | 
For the problem as stated in (12) to (17) the integral J becomes 
en , , , , A Z Oo@m 
T= \\\ Lo’ ® + mg! @ + mag! y + w0']o + |B y +9! (Ze) + me] te + 


o 


+[— Bre + vg) + (Zr) 0 +m |r, tr MAE 2 \ dar dy dz — 
_ pr she se ey aaa i ae 
+ [— Bx +r] ty}odz dy. (23) 


Primes indicate differentiation with respect to z. 


6 EK. Reissner: J. Math. and Physics 29, 90—95 (1950). 
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The relation 67 = 0 becomes 


\\\{|a"@ + my «+n y +,’ | 80 | ay + ty 4 = ow + my — | bra + 
, EG oD y , 
+|-B x+v,' 4 ay * ny — FH Ory + [0] da | ee T, Gy to) x + 
+ [eo] dm’ + [tT] dmg + [yo] Onq’ + [Ty] Or + [0] dw’ + Lyte — &Ty] OB’ + 


+ [To] bug’ + [ty] v9'l dar dy dz — Tp (L) + || {Lx ® + mga + mo y + wo] 86 + 


+ [By + Uo] Ot. + [— Bx + v9] Oty + [Po] da + [xo] dmg + [yo] dm + [o] bw + 
+ [yte— uty] OB + [te] ug + [ty] Oro} o.dady = 0. (24) 
Suitable integrations by part transform (24) as follows. 


ree2) OD ; 
3g tet ay Ty ® o!| bo. + 


+ [tz — %o"] dmg + [ty — yo'] Bq — [o'] bw) — [y ta’ — #T,'] OB — [Te'] buy — 


IN\{L do +L. .]6re +L. .]éry + 
— [t,'] dvot dx dy dz +[fj (yt, — «xt,)dA — TVs Op (L) +(\\ T,AA dU] 1 + 
a \\\ 7, dA 609| 1, ob || Dodd Ox + \|aodA dm, + \\ yodA én, + \\odA dw| L 
+. \\ {La ® + myx + ry + Wo] do + [By + Uo] Ot. + [— Bx +09] bty})9dA = 90. (25) 


Ali variations in (25) are independent. This means that (25) is equivalent to the 
following system of ordinary differential equations and boundary conditions 


o=E[o’GO®im, c+n, y+tuy ], 


(26) 
t,=6| ‘x 4 az L v9" I ig - 
([[ee = + Pe ]aa [leona] 
\\t,dA —|\| xadA]’=0, 
\\z,dA —||| yodA]’=0, (27) 
[\jodA]’=0, [[[(yte—21,)dA]’=0, 
Nj tpPA|f==0,% [Izy] t=O. 
(\ (yt. — «1, dA = T, 
((7,d4=6, {\7,dA—0, 
ee Ew a 
\||\SadA=0, \\zodA = 0, 
\l\yodA =0, \lodA=0. | 
ir jo=9, it, = 0, My = 0; ape 
P= 918 =0, tye =0, m=O. 22) 


Equations (26) to (29) are a system of approximate differential equations and 
boundary condition which are compatible with assumptions (12) to (16) in the 
generalized “least square” sense embodied in the variational procedure. 
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IV. Reduction of Differential Equations. 


The last four of equations (27) in conjunction with the appropriate boundary 
conditions (28) reduce to 


(yt —e1,)dd = T, (30) 
(rp 3:0, alliage dA == 0, (31) 
\jodA =0. (32) 
With the help of (31) there follows next 
(| Pada’ 20) \\yodA =0. (33) 


We now introduce the stress strain relations (26) into the first of equations (27) 
and into (30) to (33). This gives 


a\\ (yds — oy) 6 | (Ge) + (3) | « + (Uo" + Mp) oe + (U9 + %) = }dA 


oy oy 
{Bea +m)’ xO +n)’ yO + wy.’ Oj dA = 0, (34) 


G\\{o +28 + (ype — eae) a + (ee! +m) y — (00! +m) ahd = 7, (85) 


() {6° y tase + (ue’ +m)! dA =0, 


{= Bi + 0-5 + (ve! +n) dd = 0, 
\{a’' D+ mx +n’ y +w,}dA =0. (37) 
\\{a' a ® + My + Ny HY + Ww, x}dA = 0, | 
\|{a' y@ +m, xy + no! x2 + w)' yp dA =0. J 


Equations (34) to (38) simplify, if account is taken of the fact that 


\\ edd = || ydd = || ayaa =|| = dA = \\ _ ees 


We also use the relations (6) and (7). Therewith 
G{— Dp’ + Da} — E{a" || BdA +m," \|)aDdd + 
+n" \\y@dA + wy” || PdA} = 0, (39) 
G{I, B’ — Da}=T, (40) 
ty Hg = 0, 2 HE eh = 0; (41) 
(42) 


(36) 


wo’ || dA + w,' \\dA =0, 
w' || aDdd + my’\\ add = 0, \ 
x’ || yP@dA +n)’ || dd =0.) 


We now introduce the coordinates of the center of twist according to St. Venant’s 
theory, from equations (10) and (11). We also set 


(43) 


\|) @da4 = T* (44) 
and 
|\OdA=GA, |\dA=A. (45) 
Then, 
GD (« — B’) — E[I™ «"” — yy, mo” + 1,29” +GA w,"] = 0, (46) 


G (I, Bp’ — Da) = T, (40) 
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(47) 


From (29) follows that (47) may be integrated to 
Wy = — @ & My=—Yo%, Ny = — XK. (48) 
Therewith, equation (46) reduces to 
GD (« — p') — E(I* —ye@l, —«21,—A®] «" =0. (49) 
If we finally write (40) in the form 
; ry 


and introduce this expression into (49) we obtain as differential equation for f 


lace —arpp— 7 (51) 


r=T*—[y2l, +a21, +A ®}. 


where 


It is quite readily verified that this expression for J" is also obtained from the 
expression J’ = | (w/0)2?dA, where w/6 is taken from equation (1). 

Having £ we obtain « from (50) and w,, my and ny from (48). Introduction of 
these values into (26) gives an approximate expression for the axial stress o in 
terms of f, 


eT, == wt 
ro pl + Yo — Xyy — O]B”. (53) 


In view of (41) and (50) we have for t, and t,, also from (26) 


ypc LOE GOP ee 
G cae D |B — Ge GD’ 
(54) 
I, o® oo T 


It remains to express the location of the center of twist in terms of f. Let xp (z) 
and yy (z) be the coordinates of this center within the framework of the present 
theory. From (12) it follows that 


Yr=— pe tp =P. (55) 
Now from (41) and (48) there follows 
Us = — Yom Oe aoe (56) 


In (56) we introduce « from (50) an integrate from the fixed end z= 0 on. This 
gives, with «(0)=0 and £ (0) = 0, 


ft T 
tig () = — [BB @) — ap Ho 
4 T eT) 
% (2) = |>y B() — @D ( Xo. 
Therewith, we have from (55) 
E. = Te 
CL Bees) GDB fe (Be 
if Te 
ae E GD 7| < 
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The form of equations (58) allows one interesting conclusion, without explicit 
determination of f. Restraint against warping surely makes # smaller than it would 
be without warping. Accordingly the contents of the bracket are smaller with warping 
restraint than without. This means that yz is numerically smaller than y, and x7 is 
numerically smaller than a). In other words, restraint against warping leads 
to a location of the center of twist closer to the centroid of the cross 
section than without the restraint. 

The following. further observations may be made 

(1) If ZH = 0 in (51) then GC 6 = Tz and, as is readily seen yp = yp and wp = 2p. 

(2) By L’Hospital’s rule it follows that 

yp (9) ep (9) sO, p. 
Yo D GDB (OY 


(59) 
Since « (0) = 0 is one of the boundary conditions it follows further from (50) that 


j £. 

gO bs (60) 

exactly as in the theory for the doubly symmetrical cross section?. Combination 
of (59) and (60) gives 

UPA) ctype XO)aiesy s PoGiihy 

Gene Tees Doin CD of 


=0 (61) 


and we have the interesting result that at the end section at which warping 
is prevented the center of twist coincides with the centroid of the 
section. 

At large distances from the fixed end section the angle f tends to agree with its 
value according to the St. Venant theory, that is with the value which follows 
from (51) with H = 0. Accordingly at large distances from the fixed end 
the center of twist tends toward the same point which is obtained 
from St.Venant theory with the additional stipulation that 
\\wdA = Min. 

(Received, April 26, 1955.) 


Bemerkungen zur Theorie der Membranschalen. 
Von E. Tsehech, Graz. 
Mit 7 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die vorliegende Arbeit bezieht sich auf Membranschalen, die unter 
konstantem innerem Uberdruck stehen. Als Koordinatenlinien werden die Kriimmungslinien 
der Flache gewahlt. Ausgangspunkt der Betrachtungen bilden die allgemeinen Gleichgewichts- 
beziehungen. Diese werden mit Hilfe der Codazzischen Gleichungen in eine iibersichtliche Form 
gebracht, die sofort die Lésungen ftir die einfachen Schalen ersehen laBt. 


Summary. The present paper refers to membrane shells subjected to a constant inner over - 
pressure. After having chosen the lines of curvature as curvilinear surface coordinates, the general 
, equilibrium conditions are taken as a starting point of the investigation. By means of the Codazzi 
equations they are put into a clear form that permits to recognize at once the solutions for the 
simple shells. ; 


Résumé. Ce travail traite de coques de membranes soumises & une pression intérieure 
constante. On choisit comme lignes de coordonnées les courbes de la surface. On prend comme 
point de départ des considérations les conditions générales d’équilibre. On leur donne, ati moyen 
des équations de Codazzi, une forme claire qui fait immédiatement apparaitre les solutions pour 
les coques simples. 
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Sehr diinnwandige Schalen werden Verbiegungen praktisch keinen Widerstand 
entgegensetzen und die Lasten, fiir die sie gebaut sind, nur durch gleichmaBig tiber 
die Schalenstiarke verteilte Langs- und Schubspannungen aufnehmen. Solche Schalen 
heiBen im Gegensatz zur Biegeschale Membranschalen. Die Berechnung ihrer Schnitt- 
krafte ist durch den Fortfall der Biegemomente und Querkrifte sehr wesentlich 
vereinfacht. Sie ist eine statisch bestimmte Aufgabe, da an jeder Stelle drei Gleich- 
gewichtsbeziehungen zur Berechnung der zwei Liingskrifte und der einen Schubkraft 
zur Verfiigung stehen. Die Spannungsberechnung ist daher unabhangig von den 
Verformungen durchfiihrbar, man kann sich dabei die Schale aus einem vollig un- , 
dehnbaren Material gefertigt denken. In Wirklichkeit hat eine solche Schale aber 
eine endliche Dehnsteifigkeit und eine wenn auch geringe Biegesteifigkeit. In ihr 
treten natiirlich auch Biegespannungen auf. Sie werden aber unbedeutend sein und 
nur den Charakter von Nebenspannungen haben. Sie stellen keine notwendigen 
Bestandteile der inneren Kriifte, die die Lasten tragen, dar. Sie sind nur nétig, um 
fiir die sonst nicht vorhandene Kontinuitit der Forminderungen zu sorgen. 

Bei den vorliegenden Betrachtungen soll die Schalenmittelfliche in Parameter- 
form gegeben sein 


t= (u, v). 


Es entspricht jedem Wertepaar uw und v ein Flichenpunkt, durch jeden Flachen- 
punkt geht bei geeigneter Parameterwahl eine u-Linie und eine v-Linie. Diese 
Koordinatenlinien bilden auf der Fliche ein Netz, von dem wir annehmen, daB es 
als orthogonales Netz gewahlt sei. Die ersten FundamentalgréBen sollen wie iiblich 
mit #H, F = 0,@ bezeichnet sein, die zweiten FundamentalgréBen mit DL, M und N. 
Formuliert man an einem durch je zwei benachbarte u- und v-Linien begrenzten 
rechtwinkeligen Flachenelement, das an der Stelle (w,v) in Richtung u-Linie die 
Lange ds, und in Richtung v-Linie die Lange ds, hat, die Gleichgewichtsbedingungen, 
so erhalt man die drei Gleichungen 


oN aN x5 


ant = aa + 29 (Noo — Ny) — 2%, Nip +p, = 0, 
. 2 

oN aN. 

a — me 41 an —— N55) = ye a See ee Po= 0, 
1 FS 


M, Ny, + Nog + 2¢. Ny. + ps = 9. 


Die ersten beiden Gleichungen bedeuten Gleichgewicht gegen Verschieben in der 
Tangentialebene der Schale, die dritte lineare Gleichung das Gleichgewicht normal 
zur Schale. N,, und N,, sind die Langskrafte in Richtung s, und s,, N,,. die Schub- 
krafte, p,, Po, p3 die an der Flacheneinheit der Schale angreifende auBere Last in 
den drei Richtungen s,,s, und der Flachennormalen. Die 7,, x,,t, sind die drei 
Kriimmungen der u-Linien, 1, x,,t, die der v-Linien; » ist die Normalkriimmung 
der Flachenkurve, x ihre geoditische Kriimmung und ¢ ihre geodatische Torsion. 
Wegen der Orthogonalitaét der Koordinatenlinien ist t, = t, =?. 

Auf jeder Schale gibt es eine die Flache doppelt tiberdeckende orthogonale Kurven- 
schar, ihre Kriimmungslinien. Fiir sie sind n, und n, die Hauptkriimmungen und die 
geodatische Torsion ¢ gleich Null. Wahlt man diese natiirlichen Linien als Koordinaten- 
linien, was wir hier tun wollen, so vereinfacht sich die dritte Gleichung noch um das 
Glied 2t¢ Ny. id 

Im folgenden sollen nur Membranschalen unter konstantem innerem Uberdruck 
betrachtet werden, der Belastungsfall also der vom Standpunkt der Flachentheorie 
aus interessant ist. Es ist dann in den Gleichungen p, = p,= 0 zu setzen und 
ps =p ist eine Konstante (Abb. 1). Unsere Ausgangsgleichungen lauten dann 
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a mie ONE ty (Nos — Ny) — 2% Nie = 9, 


Os, 0s, 
oN oN, 1 
Pa mia wy (Ny, — Nos) — 2 2 Nis = 9, (1) 
1 2 


m4 Nyy + M2 Noe = Pp. 


Auf jeder solchen Schale gibt es dann zwei orthogonale Kurvenscharen, einmal die 
erwahnten Kriimmiungslinien und dann die Hauptnormalspannungstrajektorien | 
und II (Abb. 2). Dabei sind die Kriim- 

v-Linte (5) mungslinien der Flache durchaus nicht 


> 
N, @ 542, Hey b, =O) 


Abb. 1. Das Flachenelement. Abb. 2. Die Kriimmungslinien und die Haupt- 
normalspannungslinien. 


Abb. 3. Der Spannungskreis. 


zugleich die Hauptspannungstrajektorien, sondern sie schlieBen miteinander einen 
Winkel «, ein, so dah 
2 Nip 


bea aE 


Die Hauptlaingskrafte sollen V, und N, heifen. Der Spannungstensor an jeder Stelle 
kann durch den Mohrschen Kreis veranschaulicht werden (Abb. 3), und ebenso kénnen 
die Kriimmungsverhialtnisse der Schale an jeder Stelle dargestellt werden, denn die 
Normalkriimmung ist 

hy Ng) ye 


Nes 
5 | 5 2 cos 2 « 


Weg a 
und die geodatische Torsion ist 


me me A 
t= 5 — sin 2 a. 


Wie man sieht, ist die geoditische Torsion der Hauptspannungstrajektorien den 
langs der Kriimmungslinien auftretenden Schubkriften proportional. Fallen die 
Hauptspannungslinien mit den Kriimmungslinien zusammen (a) = 0), so ist ihre 
geodatische Torsion t,, = 0 und die Kriimmungslinien sind schubspannungsfrei; 
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ist X&») = Ze so haben die Hauptspannungslinien die gréBte an dieser Stelle vorhandene 


geodiitische Torsion os und die Schubkrifte liings der Kriimmungslinien sind 


3 Na 
maximal ee 


Abb. 4. Die Zylinderschale mit beliebigem Abb. 5. Die Kegelschale mit beliebigem Quer- 
Querschnitt. schnitt. 


Fir gewisse Flachen ist das Gleichungssystem (1) leicht zu lésen. In erster Linie 
sind dies die Schalen, deren eine Hauptkriimmung, z. B. n,, gleich Null ist. Die 
einfachste dieser Flaichen ist die Zylinderschale mit beliebigem Querschnitt 
(Abb. 4). Ein unendlich langes Rohr von beliebigem Querschnitt ist eine Schale, 
die inneren Uberdruck nicht mit Membrankriiften allein aufnehmen kann. SchlieBt 
man ein solches Rohr endlicher Lange an seinen beiden Enden durch Béden geeignet 
ab, so wirkt es als Membranschale. Die Gl. (1) ergeben aus der dritten. Gleichung 


Neo p = =pr, (r, = Hauptkriimmungsradius), 


und, da die Kriimmungslinien hier auch geodatische Linien sind, x, = x, = 0, aus 
der zweiten Gleichung 
cre 
Ny» = —p\ zed, + v (82) 
und wegen s,;=0: N,.=0 
Org : 
O85 


Nyw2=—p 


81. 


Aus der ersten Gleichung folgt dann die zweite Langskraft 


2 
Nywi=Pp és2 2 + W (89). 


Die Gleichungen lassen erkennen, dafi dort, wo 7, unendlich grofB ist, auch N,, 
unendlich wird. Die Zylinderschale ist dort eben, und der Innendruck kann durch 
Membrankrifte allein nicht aufgenommen werden. Es werden sich also dort Biege- 
spannungen wesentlich an der Lastaufnahme beteiligen. Die Zylinderschale muB 
also tiberall konvex sein, wenn es in ihr nur Membrankrafte geben soll. Auch darf 
sich dann die Kriimmung der Querschnittskurve nicht sprunghaft andern, denn sonst 
aindert sich auch N,, sprunghaft und NV,, und N,, werden dort unendlich, was praktisch 
wieder das Auftreten von Biegespannungen bedeutet. Aus den Ergebnissen entnimmt 


man weiter, daB N,, = 0, wenn = den Wert Null hat. Nur der Rotations- (Kreis-) 
Zylinder ist lings aller Erzeugenden schubspannungsfrei. Zur Ermittlung der will- 
kiirlichen Funktion w (s2) ist zuerst anzusetzen 


ri 2, 
Cry 


‘ie 2 
Fp =9N,,ds, =p} Y Gs,2 dss +  w (82) dsy = (82) ds, 
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wenn F die Querschnittsfliche bedeutet. Der Verlauf der Funktion w (3) bleibt dabei 
unbestimmt. Zu ihrer Festlegung ist eine Deformationsbeziehung notwendig. Sollen 
z. B. simtliche Mantelstrahlen des Zylinders auch nach der Deformation gleich lang 
sein, so mu wegen a 
e E ey, =Ny —9 Ny = G28 

1/2 

| (Nir — » No) ds, = H bu = EB oc. 
0 


gelten 


Die einfache Rechnung ergibt dann fir 
Pr, [ 83" 2 


Ny=pPp ate ate xx) » (rs (82) — ZO r0(62) 489) + aS 


Betrachtet man auf Innendruck beanspruchte Kegelschalen (Abb. 5) mit be- 
liebigem Querschnitt, so liefert das Gleichungssystem (1) wieder 


Noo = Pre 
und da hier nur x, = 0, wird die zweite Gleichung 
ON 12 ina Ors 
¢ = : le CG ae 
Setzt man hier fiir x, den allgemeinen Ausdruck —>@G,- ein, so folgt 
1 
ee (Ny G) op Ory 
Gera ee eee 


und die Lésung 


Nie = — DG {|G ge des +0 (e9)}- 


Aus der ersten Gleichung kann N,, errechnet werden, wenn man jetzt fiir x, = ai ve 
setzt = / 1 
(N11 VG@) = aN 
SNE) V8 (nn + Se) 


Die Kriimmungslinien s, und s, sind hier die Mantelstrahlen und die Kreise, die sich 
in der Abwicklung um die Kegelspitze zeichnen lassen. 
Die Gl. (1) kénnen unter Heranziehung der Codazzischen Gleichungen 


Ons On, 
O84 O85 


umgeformt werden. Setzt man in der ersten Gleichung fiir x, = — > 


fiir Ny. den Wert aus der dritten Gleichung, so erhalt man 


= tg (NM. — 14), = Hy (Ny — Ng) : 


ON Mm _ 1 (Ni: 4) es 
Oh us ak Nyy — ms Ny Nut ee apa ie « Ro 
Aus der ersten Codazzischen Gleichung folgt 
Ge 
i te Rien It eee 
Setzt man das ein, so ist 
oN, 1 an 1 (Ny. £) x 
Se eo, My N ‘ at 2 ane pink 12 2 
oder ; fut : No O08 Ae 085 Ny 
Ny | 1 a 1 any 1 (Nyy BE) Hy 
084 6 és, Nin + Ny 08; Nu + Ce. claliins iit dees 


Die ersten drei Glieder bedeuten die Ableitung des Produktes (N,,@,), so daB man 
erhalt 1 ANG) , 1 Ny E) 


Gn, 8, pa eee 


ty 
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1 AN. G) 1 O(No EL n,) " 
und ebe 12 grey ois 
ate G 08, 7. En, O85 aye fp 
Zieht man auch noch die rechten Seiten heriiber, so nehmen die Gl. (1) die Form an: 
Pp 
G Sree tex 
1 ee " (s ou sd 1 eee EB) 
Gn as, Te 
(2) 
1 (Ny @) Hie n(n 97) Ga 
7 as, En, o,) al 
n, Ny, +n,N 22 = 
Abb. 6. Die Kugelschale. Abb. 7. Die Rotationsschale. 


Fiir die Kugelschale (Abb. 6) ist n, = n, = om EH =a und G eine Funktion 


von s,. Daher kénnen die Gl. (2) geschrieben werden: 


pa 
1 aa ( ‘ae Ne _ ¢ 
G 0s, a Usgnilai 8 
pa 
1 @Ny.@) (Nex 2 0 
AONE G 0s, 085 ; 
pa 
(Na) atta P 
08, a O85 g 
ie 
O(N 4 G) os (Wi: 2 0 
és, re ye. tt 
Mit G|N— 7) und N,,G als Unbekannte sind das die Riemann-Cauchy-Glei- 


chungen, die schon F. Martin! fiir p = 0 durch geeignete Umformung aus den tiblichen 
Membrangleichungen der Kugelschale hergeleitet hat. N,, = Ng.= a sind die 
Normalkrafte der geschlossenen Kugel unter Innendruck, N,, = 0. 


Fir die Rotationsschalen (Abb. 7) sind ,,”., #,G nur Funktionen von s, 
und so nimmt das Gleichungssystem (2) die Form an: 


Whe 
1 Gm (Nu — 9) oN 


12 
G ny Os, 2 28, uF 
Pp (M — ,)? 
O(N - 
1 A(N2@) Ny ( i Le TP Ny? Ng 0 


G Os, Ny 083 


1 F. Martin: Ingenieur-Arch. 17 (1949). 
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oder auch 
1 2m (%a an) 4 Ny @) _ 9 | 
No 084 08 3 (3) 
2 
oGi n (3 
pina GL” nee ON gees aa 
0s, Ne? O85 oe 


mit (Wy — o-)@ns und N,,G als Unbekannte. 
2 /, 


Die rotationssymmetrische Lésung verlangt N,, = 0, somit 
. . 


a a G Ng 


Ny 


Pas m4 Pike | 
zi 2 Ny’ Naa ¢ G ng? r 21. (2 Ne} 


C ist dann in Ubereinstimmung mit der zweiten Gleichung von (3) eine Konstante; 
fiir die geschlossene Rotationsschale ist C = 0?. 


N 


(Eingegangen am 11. Mai 1955.) 


Zur Ermittlung des Trigheitspoles und der Tragheitspolkurve. 
Von H. Weirich, Darmstadt. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Nach einer kurzen Behandlung der charakteristischen Pole des eben 
bewegten starren Systems werden Methoden zur Ermittlung des Tragheitspoles mit Hilfe des 
Tangential- oder Impulspoles angegeben. Die Anwendung dieser Verfahren wird an Hand der 
Konstruktion des Tragheitspoles der allgemeinen Zweipunktfithrung gezeigt. AbschlieBend werden 
auf analytischem Wege Tragheitspol und Tragheitspolkurve des Kreuzschiebers betrachtet und 
dabei auch Falle mit speziellen Lagen des Systemschwerpunktes erfabt. 


Summary. After a short discussion of the characteristic poles of the plain rigid system in 
continuous motion methods are indicated for the ascertainment of the pole of inertia by means 
of the tangential- or impulse-pole. The application of this method is shown supported by the 
construction of the pole of inertia of the general two-point guidance. Finally the pole of inertia 
and the inertia pole curve of the cross-slide are looked into analytically, whereby also cases with 
special positions of the centre of gravity of the system are dealt with. 


Résumé. Aprés un court traitement des pdles caractéristiques du systéme plane rigide en 
mouvement continu des méthodes sont indiquées pour la recherche du pole d’inertie a Laide 
du péle de tangente ou du péle d’impulsion. L’application de ces procédés est montrée au moyen 
de la construction du pdle d’inertie du guidage général & deux points. Finalement le péle d’inertie 
et la courbe de péle d’inertie du tiroir & crosse sont examinées par la voie analytique en y traitant 
aussi des cas avec des positions spéciales du centre de gravité du systéme. 


I. Einleitung. 


Fir kinetostatische Untersuchungen ebener Getriebe wurde von H. Winter? 
erstmalig der Tragheitspol eingefiihrt. Er ist der Mittelpunkt eines geradlinig be- 
grenzten Kraftbiischels des Systems aller resultierenden Tragheitskrifte einer eben 
bewegten Scheibe, die zu gleichem Drehpol, gleicher Winkelgeschwindigkeit, aber zu 
verinderlicher Winkelbeschleunigung gehéren. H. Winter bestimmt den Tragheitspol 
auf graphischem Wege. Ebenfalls graphischer Methoden bedienen sich R. Beyer?, 


* B. Baule: Die Mathematik des Naturforschers und Ingenieurs, Bd. VII. Leipzig. 1945. 
— W. Fligge: Statik und Dynamik der Schalen. Berlin. 1934. — W. Fliigge und E. Tschech: 
Statik der Héhenkammern. Bericht der DVL 1942. — M. Lagally: Vorlesungen iiber Vektor- 
rechnung. Leipzig. 1944. 

* Der Tragheitspol und seine Verwendung in der graphischen Dynamik ebener Getriebe. 
S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa 189, 151 (1930). 

* Der Tragheitspol in der Getriebedynamik. Maschinenbau RM-Afg 3, 642 (1935). 
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R. Kraus’, G. Gerber? und O. Tolle®. Fiir besondere Lagen des Getriebes und 
zu Kontrollizwecken ist das von K. Federhofer® angegebene analytische Verfahren 
besonders gut geeignet, das nicht nur die Festlegung des Triigheitspoles, sondern 
auch die Bestimmung des Ortes aller Lagen des Poles wihrend seiner Bewegung — 
das ist die Traigheitspolkurve? — gestattet. 

Bezeichnend fiir alle diese Verfahren ist, daB sie sich entweder des Drehpoles, 
Beschleunigungspoles und Wendepoles bedienen oder die Geschwindigkeits- und 
Beschleunigungsverhiiltnisse in irgendeiner Form beniitzen. Es lassen sich aber auch, 
wie hier gezeigt werden soll, nur mit Verwendung des Tangentialpoles oder Impuls- 
poles, die unter Umstiinden einfacher als z. B. der Wendepol zu bestimmen sind, 
einfache Konstruktionen zur Ermittlung des Tragheitspoles angeben. 


Il. Die charakteristischen Pole des eben bewegten starren Systems. 


Zum besseren Verstiindnis der folgenden Betrachtungen sollen zunachst die 
charakteristischen Pole, durch welche der augenblickliche Bewegungszustand eines 


ky 


ks 


Abb. 1. Die charakteristischen Pole, Bressesche und Péschlsche Kreise. 


eben bewegten Systems gekennzeichnet ist und ihre Lage auf den Bresseschen und 
Péschlschen Kreisen in Abb. 1 angegeben werden. Dabei versteht man unter den 


8 Tragheitspol aus zwei Beschleunigungszustanden. Maschinenbau RM-Afg 4, 337 (1936). 

4 Neues Verfahren zur Ermittlung des Tragheitspoles. Maschinenbau RM-Afg 8, 533 (1940). 
5 Uber Anwendungen von Planen relativer Normalbeschleunigungen in der Getriebedynamik. 
Ingenieur-Arch. 22, 227 (1954). PON © 

6 Uber den Trigheitspol des eben bewegten starren Systems und die Tragheitspolkurve des 
zentrischen Schubkurbelgetriebes. Osterr. Ingenieur-Arch. 5, 240 (1951). 

7 Siehe auch K. Federhofer: Die Tragheitspolkurve als Hilfsmittel der Dynamik ebener 
Getriebe. VDI-Tagungsheft 1, Getriebetechnik, S. 101 (1953). — O. Tolle: Die Tragheitspolkurve 
der Schubstange eines zentrischen Schubkurbelgetriebes (Naherungslésung). Ingenieur-Arch. 21, 
365 (1953). 
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ersteren den Wendekreis &, und den Tangential- oder Gleichenkreis k,, unter den 
letzteren die Beschleunigungspolkreise erster und zweiter Art kz, k,. Der Kreis k; 
ist der Riickkehrkreis, der nur der Vollstandigkeit halber gezeichnet wurde, fernerhin 
aber nicht bendtigt werden wird. Die charakteristischen Pole selbst sind der Dreh- 
pol O, Beschleunigungspol P, Wendepol W, Tangentialpol G, Impulspol 4, der Pol K, 
der als Kraftpol bezeichnet werden soll, und der Riickkehrpol R. Die Geraden w,, w, 
sind die Wendepolgeraden, g,, g, die Tangentialpolgeraden. Die Higenschaften der 
Kreise k, bis k; sowie der Pole werden als bekannt vorausgesetzt. 


III. Konstruktion des Tragheitspoles 7 mit Hilfe des Tangentialpoles G oder Impulspoles EZ. 


Von einem ebenen starren System, dessen Bewegung in zwei aufeinander folgenden 
Zeitelementen bekannt ist, sind der Drehpol O, der Schwerpunkt S und seine Be- 


Abb. 2. Konstruktion des Tragheitspoles mit Hilfe des Tangentialpoles. 


schleunigung 6,, die Masse M und der Tragheitshalbmesser 7, beziiglich des Schwer- 
punktes gegeben. Man kann nun, wie leicht zu beweisen ist, eine Zerlegung der 
Schwerpunktsbeschleunigung nach der Beziehung 


b, == by si by (1) 
vornehmen, worin 

bas SO w 
in Richtung SO und 

b,=SGe 


senkrecht zu SG bedeuten und wm und ¢ die Winkelgeschwindigkeit und Winkel- 
beschleunigung des Systems sind. Damit ist bereits ein Weg zur Konstruktion des 
Tragheitspoles 7’ gewiesen, denn die beiden Trigheitskrifte 


t,= —Mb6,, T= —-WMb, ; (2) 


sind die Komponenten der resultierenden Trigheitskraft T, des Systems. Sie gehen 
durch die Schwingungsmittelpunkte der zu b, und b, zugehérigen Beschleunigungspole. 


In der Abb. 2 sind die reduzierten Beschleunigungen oe by Aa durch die 
@ 


29 @2? 


Strecken SK, SO,OK dargestellt. Der zur Beschleunigung b, gehérige Beschleunigungs- 
pol fallt mit O zusammen, folglich liegt die Wirkungslinie von T, bereits in Richtung SO. 
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Der b, zugeordnete Beschleunigungspol ist mit dem Tangentialpol @ identisch, so da 
die zugehérige Tragheitskraft I, durch den Schwingungsmittelpunkt G, des um G 
drehbar gedachten Systems gehen muB. Der Punkt G@, auf der Tangentialpolgeraden g, 
kann sofort durch Konstruktion der einfachen Beziehung 

— a) 

8G, =—5 

= (3) 

gefunden werden. Bringt man die beiden Wirkungslinien von {, und J, zum Schnitt, 
so ist C ein Punkt der zur Beschleunigung b, parallelen Wirkungslinie der Trigheits- 
kraft 


2,=— Mb,, (4) 


die schon einen geometrischen Ort fiir den Trigheitspol 7 darstellt. Ein zweiter 
Ort fiir 7 ergibt sich mit Hilfe der Beziehung 


be j= b, - AYs; (5) 


worin 6,* ein von 6, verschiedener Beschleunigungszustand des Systems ist, der 
durch die Konstante 4 charakterisiert wird und », die Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes ist*. Die der Beschleunigung 4», proportionale Tragheitskraft 


LY, =— M dd, (6) 
parallel zu »,, das ist normal zu OS, geht durch den Schwingungsmittelpunkt O, des 
im Drehpol O gelagerten Systems, wobei jetzt O, durch Konstruktion von 

—-— oy 
SO, = 
ee (7) 
erhalten wird. Der Schnittpunkt der beiden Wirkungslinien von I, und f,’ ergibt 
den Tragheitspol 7’. 
Bei dieser Konstruktion geniigt also auBer den oben gegebenen Elementen die 
Kenntnis des Tangentialpoles G. Liegt dieser nicht bereits vor, so erhalt man ihn 


z. B. nach Abb. 2 leicht, wenn man durch den Impulspol H, der wegen des bekannten 
: ; € Be ; 
Beschleunigungswinkels y nach tg p= —y = a auf der Normalen zu 6, in S 
sofort angegeben werden kann, die Tangentialpolgerade g, legt und diese mit der 
Tangentialpolgeraden g, zum Schnitt bringt. Der Schnittpunkt ist schon der 
Tangentialpol G. 
Tritt der Fall ein, daB der Tangentialpol G nicht mehr auf der Zeichenflache liegt, 


dann muB fiir die obige Konstruktion von 7 zunichst die Strecke SG, auf der 
Tangentialpolgeraden g, auf eine andere Art ermittelt werden. Dies ist méglich, 
denn wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke OS K und GES in Abb. 2 gilt die Proportion 


ee ae woraus mit (3) 
O SG 


a (8) 


folgt. Damit kann die Strecke SG, bestimmt und mit ihr der Tragheitspol 7’ wie 
friiher konstruiert werden. 

Eine weitere Méglichkeit, die Strecke SG, ohne den Tangentialpol G zu finden, 
besteht darin, in Abb. 2 auf der Tangentialpolgeraden g, in Richtung nach G die 
Strecke SH abzutragen, wodurch zunachst der Punkt E erhalten wird. Dann ergibt 


8 Dieser Satz wurde von E. Stiibler: Das Beschleunigungssystem bei der Bewegung eines 
starren Koérpers, Jber. Dtsch. Math.-Vereinigung 19, 177 (1910) hergeleitet. 
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sich G, als Gegenpunkt von E beziiglich eines Kreises um S mit dem Radius 7,. Letzterer 
kann mit Beachtung von (8) aus 


i3 = SCas teas = (9) 


gefunden werden, so daB die Strecke SG, und der Trigheitspol 7’ wieder wie oben 
konstruierbar sind. 

Wesentlich einfacher kann jedoch der Tragheitspol 7 mit alleiniger Kenntnis 
des Impulspoles H ermittelt werden. Liegt EH nicht bereits vor, so fiihrt die Konstruk- 
tion desselben wieder mit Benutzung des 
Beschleunigungswinkels gy rasch zum Ziel. 
Da nun £ der Beschleunigungspol zum 
Beschleunigungszustand 6, ist, so mu in 
Abb. 3 die Tragheitskraft {, durch den 
Schwingungsmittelpunkt H, von E# gehen, 
der aus der Beziehung 


2 
ts 


SE, == (10) 


erhalten werden kann. Die Wirkungslinie 
von &, stellt bereits den ersten geometri- 
schen Ort fiir den Tragheitspol 7’ dar. 
Der zweite ergibt sich wieder nach Gl. (6). 
Im Schnittpunkt beider Orte liegt der 
Tragheitspol 7’. 

SchlieBlich gibt es eine noch ein- 
fachere Konstruktion von 7 mittels des 
Abb. 3. Konstruktion des Tragheitspoles mit Punktes V, den man in Abb. 3 als Schnitt- 

Hilfe des Impulspoles. punkt von OH mit dem Beschleunigungs- 
polkreis erster Art k, erhalt. Der Trag- 
heitspol 7' ist in diesem Falle der Gegenpunkt von JN in bezug auf einen Kreis um S 
mit dem Radius 7,. Der Beweis folgt sofort mit Beachtung von Gl. (7), denn es ist 
Sp Oe Cea eee (11) 
OOS SO cos « SN 

Es sei noch bemerkt, da der Punkt N auch auf dem Wendekreis k,, somit also im 
Schnitt von k, mit k, liegt. Auf der Richtung von NS liegt auBer 7 der bei den 

hier angegebenen Konstruktionen nicht bendtigte Wendepol W. 


IV. Der Tragheitspol der allgemeinen Zweipunktfiihrung. 


Von einem starren System mit dem Schwerpunkt S, der Masse M und dem Trig- 
heitsradius 7, bewegen sich zwei Punkte A, B auf zwei Kurven mit bekannten 
Kriimmungsmittelpunkten Y, 8. Der Punkt A besitze die Geschwindigkeit vy, und 
die Beschleunigung b,. 

Fir die Konstruktion des Tragheitspoles 7 nach den unter III. angegebenen Methoden 
muf vorerst die Schwerpunktsbeschleunigung 6,, z. B. mit Hilfe des freien Ge- 
schwindigkeits- und Beschleunigungsplanes, bestimmt werden. Zu diesem Zwecke 
wird in Abb. 4 zunachst aus 6, die Geschwindigkeit », ermittelt. Man erhiilt diese, 
wenn man b, auf die Bahnnormale von A projiziert, dann die dadurch erhaltene 


Ape ruins sacle 
rc in Richtung AX auftrigt und iiber YX als Durch- 


messer einen Halbkreis schligt, der auf der Tangente in A bereits die Geschwindigkeit » , 


N ormalbeschleunigung 4 = pede 
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abschneidet. Diese Geschwindigkeit trigt man in Abb. 4a von einem Geschwindig- 
keitsnullpunkt o aus ab, vy =o04, zieht ob |OB und ab | AB, wodureh sich 


in ob = Dp die Geschwindigkeit des Punktes B und in ab= Ye 4 die relative Ge- 

schwindigkeit des Punktes B gegen A ergibt. Ebenso erhilt man durch Zeichnung 

von as | AS, bs | BS die Geschwindigkeit des Schwerpunktes », = os und die 
— 


relativen Geschwindigkeiten vg , = @ 8, Yop =Os. 


Abb. 4. Der Tragheitspol der allgemeinen Zweipunktfiihrung. 


Im Beschleunigungsplan Abb. 4b tragt man von einem Beschleunigungsnullpunkt z 
nach Richtung und GréBe 6, ab. Die Beschleunigung des Punktes B ergibt sich aus 


den Beziehungen pe tb ee. (12) 
wenn man zunichst die Normalbeschleunigung 
V0, o b2 ats 
Ud ae BR- GPE = 7% By 


in Richtung 6% von z aus auftraigt und dann die Richtung f, 6 | BS der Tangential- 
beschleunigung t, durch f, zieht. Dadurch erhalt man den ersten Ort fiir den Be- 
schleunigungspunkt 6. Reiht man sodann die Normalbeschleunigung 

Up 2 ae 


fa ee 


in Richtung BA im-Beschleunigungsplan an 64, das ist im Punkte «, nach Richtung 
und GréBe an und zeichnet die Richtung f, 6 | BA der Tangentialbeschleunigung t, 4 
durch f,, so ergibt sich der zweite Ort fiir 6. Im Schnitt beider Orte liegt 6, der in 
PY = 6, liefert. Die Schwerpunktsbeschleunigung 6, = zo ergibt sich sofort aus 
der Ahnlichkeit der Dreiecke « o 8 und ASB. 


Nun bestimmt man den Impulspol # durch Abtragen der Strecke SE auf der 
BA 


AB 


NBA 


Normalen zu 6, in S. Dabei folgt hier SH mit der Winkelbeschleunigung ¢ = aus 


16* 
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SS ae, ter art (13) 
Damit kann der Beschleunigungspolkreis erster Art k,; und im Schnitt von OF mit k, 
der Punkt N gefunden werden. Der Tragheitspol 7 ist dann, wie unter III. angegeben 
wurde, der Gegenpunkt von JN beziiglich eines Kreises mit dem Radius 7, um S. 
Soll der Tragheitspol 7' nach einer der ersten drei unter IIT. angegebenen Methoden 
bestimmt bzw. kontrolliert werden, dann ist noch die Bestimmung des Kraftpoles K 
notwendig. Man erhalt ihn in Abb. 4 sofort wegen 


mit 
05.0 Ue tia 
b =8 
ot et ORO 
durch Auftragen der Strecke 
Sip ase ee (14) 
SEY 


in Richtung der Schwerpunktsbeschleunigung 6, von S aus. 


V. Der Tragheitspol und die Tragheitspolkurve des Kreuzschiebers. 


Hier kann die Bestimmung des Tragheitspoles 7’ genau so wie bei der allgemeinen 
Zweipunktfiihrung mit Hilfe des Punktes N erfolgen. Wie bereits unter III. abschlieBend 
erwahnt wurde, liegt N auBer auf k, auch auf dem Wendekreis k,, der hier in Abb. 5 durch 
die Punkte A, B, O und den Schnittpunkt der beiden Fiihrungsgeraden, das ist aber 


Abb. 5. Die Tragheitspolkurve des Kreuzschiebers. 
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der Wendepol W, hindurchgeht. Es ist deshalb in diesem Sonderfall einfacher, den 


Punkt N auf k, zu bestimmen und 7 auf SW als Gegenpunkt von N wie friiher zu 
suchen. 


Der Tragheitspol 7 und die Trigheitspolkurve kénnen beim Kreuzschieber auch 
nach der von K. Federhofer® angegebenen Beziehung 
ig? 

reba Yow 
festgelegt werden. Hierin bedeuten ry, ty, to die von Schwerpunkt S gemessenen 
Ortsvektoren der Punkte 7, W, O und 7, wieder den Tragheitsradius beziiglich des 
Schwerpunktes. Mit dem Wendekreisdurchmesser d = OW geht (15) iiber in 
212 
Tp = Vy Fe (a me 79°) . (16) 


in = (15) 


Beachtet man die in Abb. 5 eingefiihrten Bezeichnungen, so ergibt sich aus Drei- 
eck SWB 


rp? = SW? = s+ 2 cos? y — 21s cosy cos (y + 1) 
und aus Dreieck SOB 
ro? = SO? = 3% + sin? y — 2lssin ysin (y + 7). 
Damit und mit Beachtung von d =1/ wird der Nenner in (16) 
d? — (ry? + 7,2) = 28 (Leos » — s) 
und Gl. (16) lautet 


4g? 
tr = Tw (Leos y— 8) * (16a) 


Der Winkel t zwischen S W und dem Lot WL von W auf A B 1A8t sich ausdriicken 
durch 


1 E 
Wiss "9 sin 2y + ssiny 


COSt = ; 
TW a4 
‘ BRE—wo 1 cos? y — s cos » 
sin Tt = is 
Ww 'wW 


Diese Ausdriicke gestatten schon die Bestimmung der Koordinaten £7, np des Trag- 
heitspoles 7’ beziiglich eines Achsenkreuzes £, 7 durch S. Man erhilt fir sie 


: .» | cos? y —-s Cos » 
fg = Trent = 4%, s(Lcosy—s) ’ 


(17) 


te eo Es ainy 


2 
as =e 
ae GalCer s (lcos » — s) 


Damit ist die Trigheitspolkurve im bewegten System in Parameterdarstellung gegeben. 
teil , dessen Mittelpunkt die Koordinaten 


lcos y — 8) 


Sie ist ein Kreis vom Radius R = Ze 


“5 1—2scos»v 
cu = 's 2s (Leos y—s)’ 
2 sin y 
4m —"s" Toos vy —s8 


(18) 


9 Siehe FuBnote °, 8. 242. 
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hat. Im festen System a, y sind nach Abb. 5 die Koordinaten des Tragheitspoles 7' 
tp = npsiny + Ep cosy — lcosy + 8 cos (py + 7), 

Yr = Hr cosy — Epsin y — ssin (y + ¥) 
und mit Beachtung von (17) 


tp =c[lcosy —scos(p+7)], | 
Yr =C,8ins (y + »), 


(19) 


Aire 
wobei ¢ = ~ fev 1 bedeutet. 


Man erkennt, da8 die Traigheitspolkurve im festen System eine Ellipse ist. Ihr 
Mittelpunkt ist der Wendepol W und die Groen der Halbachsen erhalt man nach 
einigen Zwischenrechnungen zu 


an = COp, bp =cbp 
mit 


2 


2 = ih 
diy =|/ + 5 —lecosy + 4) P—4Iscosy + 45%, 


(20) 
2 
bp =|/e +4 —18008y—4| P—4/lscosy+4s?. 
Die Neigung der groBen Achse ist durch die Beziehung 
pee 
Re ape y (21) 


bestimmt. 

Ist in (17) und (19) / cos y = s, dann fallt der Schwerpunkt S mit dem Punkt NV 
zusammen und 7’ liegt im Unendlichen. 

Fiir den Sonderfall, da der Schwerpunkt S im Abstande s = 4 auf A B liegt, 


ist wegen vy = 0 die Tragheitspolkurve im bewegten System ein Kreis um S mit dem 


: 242 : 
Radius R = : , wahrend sich fiir das feste System ebenfalls ein Kreis um W mit 
dem Radius R, =~} — ergibt. 


Der Radius &, = 0 fur 7, = - Dann schrumpft die Tragheitspolkurve im festen 
System in den Wendepol W zusammen. Ist i, < ce dann liegt der Tragheitspol 7’ 


auf S W zwischen S und W, wihrend er fiir 7, > eS auBerhalb von S W angeordnet ist. 


Ein weiterer Spezialfall folgt mit S auf AB in s = = und 2, =a Dann 
12 
sind die Trigheitspolkurven Kreise um S mit R = * und um W mit R, = +. 


Man erkennt aus diesen Betrachtungen, dali die Lage des Trigheitspoles 7’ beim 
Kreuzschieber auBer vom Trigheitsradius 7, abhingig ist von der Entfernung der 
geftihrten Systempunkte A, B, von der Lage des Schwerpunktes S und vom Neigungs- 
winkel y der Strecke AB gegen die Fiihrung von B. 


(Hingegangen am 23. Mérz 1955.) 
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Beitrag zum hydraulischen Verzweigungsproblem. 
Erster Teil. 


Von H. Winter, Graz. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Das hydraulische Verzweigungsproblem behandelt bekanntlich die Auf- 
spaltung eines Fliissigkeits- oder Gasstromes in einzelne Teilstréme bzw. die Vereinigung und 
Abfuhrung von Teilstrémen in einem Sammler, sowie die Verbindung dieser beiden Fragestellungen. 
Da insbesondere die Frage der Verteilung bisher keine befriedigende Lésung gefunden hat, wird 
im folgenden I. Teilbericht ein Weg angegeben, der fiir eine spezielle Form des Verteilers zu einem 
befriedigenden Ergebnis gefiihrt hat, prinzipiell aber auch auf anders gelagerte Fille anwendbar 
ist und ee Erweiterung auf das vollstiindige Verzweigungsproblem erméglicht. (II. Teilbericht.) 


Summary. As is well known, the hydraulic branching problem deals with the splitting of 
a liquid or gas stream into partial streams, or the fusion and discharge of partial streams into 
a reservoir, as well as with the combination of these two problems. Since it is the distribution 
problem in particular that has not found a satisfying solution until now, a way is shown in the 
subsequent first partial report of solving this problem for a particular form of the distributor 
for which it has given satisfying results. Being applicable on principle to other cases also, this 
method will allow an extension to the complete branching problem. (Second partial report.) 


Résumé. Le probléme de la ramification hydraulique traite, comme on le sait, du partage 
dun courant liquide ou gazeux en plusieurs courants partiels, et du rassemblement et de 
écoulement des courants partiels dans un seul collecteur, ainsi que du rapport de ces deux 
questions. La question de la distribution, en particulier, n’ayant trouvé jusqu’ici aucune solution 
satisfaisante, on indique ci-dessous dans la premiére partie du rapport une méthode qui, dans 
le eas d’une forme particuliére de distributeur, a conduit a des résultats satisfaisants, mais est 
également applicable en principe a des cas d’un genre différent, et permet d’élargir le probléme 
& celui de la ramification compléte. (Deuxiéme partie du rapport.) 


I. Einleitung. 


Das hydraulische Verzweigungsproblem war im Hinblick auf seine Bedeutung 
fiir den Kessel- und Warmetauscherbau, ferner fiir den Parallelbetrieb von Ofen, 
Trocknern u. dgl. in den letzten Jahren mehrfach Gegenstand experimenteller und 
theoretischer Untersuchungen. Von den einschlagigen Arbeiten seien insbesondere 
erwahnt: Die im Féttinger Institut, Berlin, allerdings schon vor langerer Zeit durch- 
gefiihrten, vorwiegend experimentellen Untersuchungen’, ferner eine Arbeit von 
J. D. Keller, Pittsburg?, und schlieBlich die Untersuchungen von Reichardt und 
Tollmien, Géttingen®. Die Grundfille des Verzweigungsproblems sind in Abb. 1 
dargestellt. Im einzelnen handelt es sich um die Ermittlung der Austrittsgeschwindig- 
keiten v, aus einer Anzahl von Offnungen oder Ansatzrohren bzw. aus einem Spalt 
langs eines Verteilerrohres (1a), desgleichen um die Verteilung der Kinstrém- 
geschwindigkeit in einen Sammler (15) und schlieBlich um die beiden méglichen 
Kombinationen gemiB Abb. le und 1d. 

Der in Abb. la angedeutete, in Stromungsrichtung ansteigende Verlauf der 
Austrittsgeschwindigkeit v; aus den gleichartigen Abzweigungen eines Verteilers ist 
eine bekannte Erscheinung. Die hierfiir unter anderem auch in* gegebene Erklarung 
aus der Zunahme des statischen Druckes infolge Verzogerung der Strémung im Ver- 
teilerrohr, gegebenenfalls unter Beriicksichtigung der Reibung und einer unverander- 


1H. Féttinger: Strémung in Dampfkesselanlagen. Mitt. d. Ver. d. GroBkesselbesitzer 
H. 73, 167 (1939). — Vgl. hierzu auch H. Paul: Entwicklungen im Dampfkesselbau. Z. Ver. 
dtsch. Ing. 88, 89 (1944). 

2 J. D. Keller: The Manifold Problem. J. Appl. Mechan. 16, 77 (1949). 

3 H. Reichardt und W. Tollmien: Die Verteilung der DurchfluBmenge in einem ebenen 
Verzweigungssystem. Mitt. aus dem Max-Planck-Institut fur Strémungsforschung Nr. 7 (1952). 


240 H. Winter: 


lichen Kontraktionsziffer an den Abzweigen, ist jedoch unbefriedigend. Fir die 
Ausstrémgeschwindigkeit ist vielmehr der in Strémungsrichtung unveranderliche bzw. 
bei Beriicksichtigung der Reibung abnehmende Gesamtdruck im Verteiler mafgebend, 
worauf bereits in® hingewiesen wurde. Ohne Beriicksichtigung der Reibung im Ver- 
teilerrohr ergibe sich demnach eine konstante, mit Reibung eine in Stromungsrichtung 
sogar abnehmende Verteilung der 
a) Verteiler b) Sammler Austrittsgeschwindigkeit. Beide 
Vi, Da ¥i , Pa Aussagen widersprechen jedoch 
der Erfahrung. Nur in jenen 
Fallen, bei denen die Summe der 
AuslaBquerschnitte n f kleiner ist 
als der Verteilerquerschnitt /’, er- 
gibt sich, wie die Versuche von 
Reichardt und Tollmien gezeigt 
haben, tatsichlich eine ziemlich 
gleichformige Austrittsverteilung. 
Dazu ist allerdings zu bemerken, 
daB diese Versuche mit einer Hin- 
richtung ausgefiihrt wurden, bei 
der angenahert ebene Stromung 
vorlag und bei der die Uberginge 
zu den Abzweigungen sorgfaltig 
abgerundet waren. Die folgenden 
Ausfiihrungen beziehen sich hin- 
gegen auf Kreisrohre mit scharf- 
kantigen Ubergingen. 


J (p;) Jy (Di+9) 


a Fiir die in Str6mungsrichtung 
y Sammler ebenfalls zunehmende Einstrém- 
if »P; . . . . . 

wee geschwindigkeit in einen ,,Samm- 

i : ler“‘ gema8B Abb. 16 wird in ’ eine 
auent Erklarung gegeben. Es wird hier- 

a — bei angenommen, daf die etwa 

Verteiler 


durch ein senkrecht zum Samm- 
ler stehendes Rohr einstrémende 
Menge der Hauptstr6mung keinen 
nennenswerten axialen Impuls zu- : 
fiihrt. Unter dieser Voraussetzung 

Abb. 1. Grundfalle des Verzweigungsproblems. saat? bane congas. maces ie 

In der Nebenfigur zu 1b sind die Bezeichnungen v,, , und auf die in der Nebenfigur von 

V;41 durch v,_, und V;_, zu ersetzen. Abb. 16 (gestrichelt) angedeutete 

Kontrollflache einen Abfall des 

statischen Druckes in Strémungsrichtung. An den stromabwiirts gelegenen Offnungen 

des Sammlers herrscht daher ein gréBeres Druckgefille, die Einstrémgeschwindig- 
keiten nehmen somit in Strémungsrichtung zu. 

Unter Beriicksichtigung der beiden Grundfille erscheint es verstiindlich, daB ein 
vollstindiges Verzweigungssystem gemif} Abb. 1d eine wesentlich ungleichmii£igere 
Beaufschlagung der Verbindungsrohre liefert als die Anordnung lc. Bei letzterer 
bewirkt der tiefere Druck im Sammler an der Miindung der ersten Rohre eine Ver- 
gleichmiBigung des Durchsatzes gegeniiber la, in der Regel sogar (gestrichelt 

angedeutet) eine Umkehr der DurchfluBverteilung im Sinne von 1b. Bei der Anord- 
nung 1 d summieren sich die Effekte gemaB 1 a und b und ergeben ein starkes Anwachsen 
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des Durchflusses durch die Verbindungsrohre in Richtung der Einstromung in den 
Verteiler. Die in! und* mitgeteilten Mefergebnisse, die an Versuchsanordnungen 
ahnlich 1 ¢ und d gewonnen wurden, bestiitigten diese Uberlegungen. Eine eingehende 
Nachpriifung der von Reichardt und Tollmien angewandten Berechnungsmethode 
fiir den Sammler hat gezeigt, daB diese auch fiir kreisférmige Stromungsquerschnitte 
anwendbar ist, solange das Verhiltnis: Querschnittsfliche des Ansaugrohres bzw. der 
Bohrung zur Flache des Sammlers gewisse Grenzen nicht iiberschreitet. Auf diese 
Frage, ebenso wie auf das vollstindige Verzweigungsproblem soll jedoch erst in einem 
zweiten Teilbericht niher eingegangen werden, wihrend sich der vorliegende Bericht 
lediglich mit der Frage des Verteilers befaBt, die bisher keine befriedigende Losung 
gefunden hat. 
II. Bezeichnungen. 


D, F Durchmesser bzw. Querschnittsfliche des Verteilers. 
d, f Durchmesser bzw. Querschnittsfliche der Abzweigrohre. 
AL Abstand der Abzweigrohre. 
Lange der Abzweigrohre. 
L,,b Lange bzw. Breite des Ersatzspaltes. 
n Anzahl der Abzweigungen. 
V, Eintrittsgeschwindigkeit in den Verteiler. 
V;, Vis, Mittlere StrOmungsgeschwindigkeit im Verteiler vor dem Abzweigrohr 7 bzw. 
+1. 
v; Austrittsgeschwindigkeit aus dem Abzweigrohr i. 
Q=V,F Veranderlicher Durchflu8 durch den Verteiler. 
q=v;f Im Querschnitt 7 abgezweigte Menge. 
o Dichte. 
p, Gesamtdruck am Eintritt in den Verteiler gegen den AuSendruck p, ge- 
messen. 
p; Statischer Druck im Verteiler vor der Abzweigung 7. 
7; Beiwert des Trennungsverlustes bei der Abzweigung 2. 
k, m bzw. do, 4,, 4, Koeffizienten der Naherungsformeln (1a) bzw. (1b). 
Ep Beiwert des Erweiterungsverlustes im Verteiler hinter einer Abzweigung. 
Ar, 2, Reibungsbeiwerte im Verteiler bzw. Abzweigrohr 


pa (Ff(tag) mama} +a Pee 


~~ 


Ii. Verlustquellen der Verteilerstrémung. 
a) Trennungsverlust. 


Von den verschiedenen Verlustquellen sei zunichst jene naher behandelt, die 
bei einem einfachen Verteiler gemaBt Abb. 1 a mit gleichbleibendem Kreisquerschnitt 
und gleichem Durchmesser der Auslaisse sowie scharfkantigen Ubergingen zu der dort 
angedeuteten Verteilung der Austrittsgeschwindigkeit v, fuhrt. Wie schon erwahnt, 
wiirde sich bei verlustloser Strémung eine gleichférmige Verteilung, bei Beriicksichti- 
gung der Reibung im Verteilerrohr eine den Erfahrungen widersprechende, in Richtung 
der Zustrémung abnehmende Verteilung ergeben. Die tatsichliche Form der Ausflub- 
kurve ist demnach nur aus der Veranderlichkeit des Verlustes zu erkliren, den die 
einzelnen Teilstr6me bei der Umlenkung von der Hauptstromungsrichtung in die 
dazu senkrechte Richtung erfahren (Trennungsverlust). 

In dem in Abb. 2 skizzierten Stromlinienbild sind die Flachen /,, fa. usw. ver- 
haltnisgleich dem Anteil des jeweiligen Gesamtstromes im Verteiler, der im nachst- 
folgenden AuslaB abgezweigt wird. Bei gleichmafBiger Austrittsverteilung v; wiirde 
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das Verhaltnis /,/f bei n Abzweigen, von F'/nf aut F/f zunehmen. Im umgekehrten 
Verhiltnis wiirde die mittlere DurchfluBgeschwindigkeit V; im Verteiler in Strémungs- 
richtung abnehmen. Solange das Verhiiltnis f;/f = v,/V; im Bereich 0 bis 1 liegt, 
was fiir die ersten Abzweigungen zutreffen kann, handelt es sich beim Trennungs- 
verlust im wesentlichen um einen Umlenkverlust ahnlich dem in einer erweiterten 
Umlenkecke. Bezogen auf den Staudruck der Strémungsgeschwindigkeit im Ver- 
teiler vor der Abzweigung, hat der Beiwert ¢7; dieses Umlenkverlustes, wie spater 
noch naher ausgefiihrt wird, die GréBenordnung 1. Mit wachsendem /;/f (> 1) erfolgt 
die Einstromung in das Abzweigrohr beschleunigt unter Druckabfall. Der dabei 
auftretende Gesamtdruckverlust ist vergleichbar mit dem bei unvollkommener 
Kontraktion, allerdings in Verbindung mit einer Umlenkung. Wird auch dieser 
Kontraktionsverlust entgegen der sonstigen Gepflogenheit auf den Staudruck der 


Abb. 2. Stromlinienverlauf der Verteilerstroémung. 


Zustro6mung bezogen, dann ergibt sich ein starkes Anwachsen des Verlustbeiwertes 
mit zunehmendem /,/f. Die Abnahme des Staudruckes im Verteilerrohr tiberwiegt 
jedoch die Zunahme des Verlustbeiwertes, so da der Trennungsverlust 


Ap; = bree V? 


in Str6mungsrichtung abnimmt. Fir einen konstanten, gegen den AuBendruck p, 
gemessenen Gesamtdruck p, im Verteilerrohr, das hei8t unter Vernachliassigung 
sonstiger Verluste, ergibt sich aus 


Po = sof + Ap; 


zwangslaufig eine in Strdmungsrichtung zunehmende AusfluBverteilung v;. Alle 
tibrigen Widerstande im Verteilerrohr bzw. in den Abzweigen (sofern letztere unter- 
einander gleich sind) wirken dem auf die Trennung zuriickfiihrenden Effekt entgegen 
und daher im Sinne einer Vergleichsmafigung der Austrittsverteilung. 


Uber die GréBe des bei einer einzelnen Abzweigung von einer lingeren Rohr- 
leitung auftretenden Verlustes liegen einige Messungen vor‘. Dieses Material ent- 
halt unter anderem fiir verschiedene Flaichenverhiltnisse {/F in kurvenmiéfiger Dar- 
stellung den Beiwert des Trennungsverlustes in Abhingigkeit vom Mengenverhalt- 
nis q/Q (abgezweigte Menge/Menge vor der Abzweigung), wobei auch verschiedene 
Ausfiihrungen der Abzweigung ohne oder mit Abrundung u. dgl. untersucht wurden. 
AuBerdem wurde festgestellt, daB der Verlust infolge Erweiterung der Stromlinien 
zwischen zwei Abzweigungen im Verteiler verhaltnismaBig klein ist, wobei allerdings 
die MeBergebnisse ziemlich streuen. Da die in 4 mitgeteilten Beiwerte des Trennungs- 
verlustes insbesondere bei ¢/Q@ = 1 unwahrscheinlich hoch und weit iiber jenen bei 
vollkommener Kontraktion liegen, wurden fiir den vorliegenden Zweck eigene MeB- 


* G. Vogel: Untersuchungen tiber den Verlust in rechtwinkeligen Rohrverzweigungen. Mitt. 
des hydr. Institutes der T. H. Miinchen, H. I, 75 (1926); H. II, 61 (1928). 
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reihen zur Bestimmung von ¢,; in Abhingigkeit vom Mengenverhaltnis q¢/Q fiir 
verschiedene Flachenverhaltnisse //F durchgefiihrt. 

Die durch Messungen an einer einzelnen Abzweigung gewonnenen Verlustbeiwerte 
werden fiir die Berechnung der Austrittsgeschwindigkeiten lings eines Verteilers 
zweifelsohne dann verwertbar sein, wenn jeweils vor der nichsten Abzweigung das 
Geschwindigkeitsprofil wieder einigermaBen ausgeglichen und der aus der Verzogerung 
von V; auf V;,,, resultierende Druckanstieg abgeschlossen ist. Es darf daher das 
Abstandsverhiltnis 1L/D gewisse Grenzen nicht unterschreiten, anderseits wird bei 
festgehaltenen Durchmesser- und Liangenverhiltnissen die Ubereinstimmung mit der 
Berechnung bei einer gréferen Zahl von Auslissen besser sein als bei weniger Abzwei- 
gungen, da im letzteren Fall die Verzégerung zwischen je zwei Auslissen relativ 
groBer ist. Bei kleinem AL/D und einer geringen Zahl von Auslissen wird der Ge- 
schwindigkeitsverlauf gegeniiber dem berechneten gleichformiger sein. Den Grenzfall, 
bei dem trotz Umlenkverlust die Geschwindigkeitsverteilung gleichmafig ist, bildet 
ein Verteiler mit sternférmigen Abzweigungen in einer Ebene. 

Die Bestimmung des Trennungsverlustes fiir eine einzelne Abzweigung erfolgte 
mit einer einfachen Versuchseinrichtung. An ein Geblise wurde unter Zwischen- 
schaltung einer Beruhigungsstrecke und einer MeBdiise ein Rohr (D = 48 mm, 
L = 500mm) angeschlossen, an dessen Ende verschieden groBe Diisen angesetzt 
werden konnten. Etwa in der Mitte des mit Druckmef stellen versehenen Rohres D 
wurde ein einzelnes Abzweigrohr angelétet. Je nach GréBe dieses Abzweigrohres 


konnte das Flachenverhiltnis //F im Bereich = bis 1 verandert werden. Das Langen- 


verhaitnis //d des Abzweigrohres wurde so groB gewihlt, daB die austretende Stroémung 
weitgehend ausgeglichen war. Je nach Starke der Drosselung durch die schon er- 
wahnten Ansatzdiisen stellten sich bei einem festen Flachenverhaltnis //F ver- 
schiedene Mengenverhiltnisse ar es He ein. 

Mit den Bezeichnungen der Nebenfigur der Abb. la ist der Beiwert C7; des 


Trennverlustes, bezogen auf + V2, durch nachstehende Gleichung definiert: 


Q P 2 
p+ $V2=pit5 v2 + biG V2. 


Bei seiner Bestimmung aus den beiden Diisenmessungen und der Druckdifferenz 
Pi — Pa wurde der Reibungsverlust im Abzweigrohr entsprechend beriicksichtigt. 
fp; beinhaltet demnach ausschlieBlich den Trennungsverlust, allerdings unter der 
Voraussetzung, daB der Austritt aus dem Verteiler nicht durch eine einfache Offnung, 
sondern durch ein Rohr erfolgt, in dem ein gewisser Druckriickgewinn durch Ver- 
gleichmaBigung der Strémung erzielbar ist. 

Das Ergebnis einer solchen Verlustmessung, und zwar ¢7; abhangig von q/Q fiir 
ein Flichenverhaltnis //F = 0°338, zeigt Abb. 3. Bei kleinem q/Q betragt der Verlust- 
beiwert ungefahr 1 und steigt dann lings einer parabelihnlichen Kurve an, die ftir 
die weiteren Berechnungen durch den Ansatz 


ers 1 + 3-05(4) 


V; 
angenihert wird. Wegen q/Q = 1 — a 


* kann auch gesetzt werden: 


a 


Fa : . Viens 3-05 aa 
opi —— 4 05 6 10 V; oa Pm . 
In Abb. 3 ist vergleichsweise der Verlauf des Verlustbeiwertes eingetragen, der 
hi Pq 


sich bei unvollkommener Kontraktion und fiir mete. 1, allerdings ohne Um- 
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lenkung, mit den Weisbachschen Werten der Kontraktionszahl ergeben wiirde. 
SchlieBlich ist noch eine Kurve, die mit einer unveranderlichen Kontraktionszahl 
« == 0°60 gerechnet wurde, in Abb. 3 eingetragen. Der gemessene Cp,-Verlauf zeigt 
die stirksten Abweichungen von den reinen 
Kontraktionsverlusten im unteren Bereich von q/Q, 
in dem die Verluste vor allem auf die Umlenkung 
von der Hauptstro6mung in die dazu senkrechte 
Richtung zuriickzufihren sind. Bei q/Q = 1 naihern 
sich die MeBwerte der mit « = 0°6 gerechneten 
Verlustkurve infolge Kontraktion. 

In ahnlicher Weise konnten auch fiir andere 
Flachenverhialtnisse {/F die Beiwerte des Tren- 
nungsverlustes durch Ansatze der Form 


coking) =bem(f) EY a 


\ 7 


bzw. < somes 
Cri = Ay + Ay ve + aa | (1b) 


dargestellt werden. In Tabelle 1 sind die Zahlen- 
werte der in diesen beiden Gleichungen vorkom- 
menden Koeffizienten fiir verschiedene Flachen- 
verhaltnisse zusammengestellt. Fiir die mit * be- 
zeichneten Flaichenverhaltnisse liegen Messungen 
vor, fiir die itibrigen wurden die Koeffizienten 
interpoliert. 


Bei sehr kleinen Flachenverhaltnissen (f/F < 
<0'1) ist die Annaherung von ¢7; durch den 
Ansatz (la) unzureichend. Die m-Werte sind 
daher in den betreffenden Spalten eingeklammert. 
Der dreigliedrige Ansatz (1b) ist jedoch auch fiir 


kleine Flachenverhaltnisse ausreichend genau. 


unvollk. 
We Kontraktion 


Abb. 3. Beiwert des Trennungsver- ’ ; 5 : 
lusteasSrq: in Abbangigkeit: vera, Men: Es darf jedoch nicht unerwihnt bleiben, daf 


genverhialtnis q/Q fir f/F = 0°338. fiir nicht scharfkantige Abzweigungen die Zahlen- 


Tabelle 1. Koeffizienten der Naherungsansa&tze (la) und (lb) fiir €q;. 


{/F | k m Ay ay . a, 
| | 

1:000* 0:860 . | 0°430 1-290 — 0°860 0°430 
0°900 0°865 0°513 1:378 — 1:026 0°513 
0°800 0°875 0°626 1°501 — 1°252 0°626 
0°700 0°890 0°788 1°678 — 1-576 0-788 
0°600 0°910 1-033 1-943 — 2°066 1-033 
0°532* 0°920 1:280 2200, |. . —adse0 1280 
0°500 0928 1:430 2°358 —2360 | 1:430 
0°400 0°970 2°183 3153 — 4366 2°183 
0°338* 1-0 | 3°05 £05 Al ceed 3-05 
0°300 1:0 | 3°90 4:00: (Ter pee 3°90 
0200 1:0 9°10 1010 | —1820 9°10 
or141* 1-0 19°00 20°00" ~ | Ban 19°00 
0°100 1:0 (40) rt) Te Oe ed 36°47 
0:0976* 1-0 (41°7) 42°31 — 79737: | 38°06 
0:0625* 1-0 (120) 114:0 | —1997 | 86°7 
0°0500 1:0 (207) 184°5 | —8168 | fape 
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werte der obigen Tabelle eine Verinderung im Sinne einer Verringerung von (7; er- 
fahren werden, worauf unter Bezugnahme auf ® bereits hingewiesen wurde. 


b) Sonstige Verluste. 


Der auf die Verzégerung der Strémung im Verteiler hinter jedem Abzweig zuriick- 
zufiihrende Gesamtdruckverlust, ausgedriickt durch den Beiwert 
2 A 
Oe oben = 
$V 8 Via] 


ist durch Versuche, zumal bei kleinem q/Q, nur angenihert bestimmbar. &p schwankt 
zwischen 0°05 und 0:10, liegt somit etwas niedriger als bei einem normalen Diffusor. 
Bei den Zahlenbeispielen im Abschnitt VI wird mit dem konstanten Beiwert 
Cp = 0°10 gerechnet. Sein Einflu8 auf den Geschwindigkeitsverlauf ist nicht be- 
trachtlich. 

Die Reibungsverluste im Verteiler und in den Abzweigrohren werden durch die 
Beiwerte Ap und 4, beriicksichtigt. Der Reibungsverlust im Verteiler spielt bei 
geringen Abstinden 4L der Abzweige keine wesentliche Rolle. Bei sehr grofen Ab- 
standen tiberwiegt er hingegen den EKinflu8 des Trennungsverlustes, so daB es dann 
unter Umstinden geniigt, fiir letzteren einen konstanten Beiwert in Rechnung zu 
setzen®. 


IV. Ausstré6men aus x Rohren lings eines Verteilers mit unverinderlichem Querschnitt. 
Die Berechnung der Austrittsgeschwindigkeit aus den n Abzweigrohren des 
Verteilers erfolgt unter Beriicksichtigung der unter III a und b aufgeziahlten Verluste. 


Verteilerstr6mung zwischen J und J, (Nebenfigur zu Abb. 1a) mit Reibungs- 
und Verzégerungsverlust: 


pit $V2= pint $V (Lt de) tot (Ve—Viy). (2a) 
Abzweig nach J unter Beriicksichtigung von Reibungs- und Trennungsverlust: 
pit £VP=p.+$oe(1 t+ Ag) tld Ve (2b) 
mit ¢,; gemifB Ansatz (1b). Abzweig nach J,: 
. Pix +4 Vs = Pa +o (1 + Az) + bn gVia2 (2c) 
mi 
Cae =a toy pt bat (pet) 


Aus den vorstehenden Gleichungen werden die Driicke eliminiert, und die Ge- 
schwindigkeiten in den Abzweigrohren ersetzt durch: 
fF F 
Neen i (Ve — Vasa); ces eae i Vas = V oma) (3a) 
Die so entstehende Beziehung zwischen V,, V;,, und V;,, wird mit V; dimensions- 
los gemacht. Unter Beriicksichtigung der Identitaten: 


V i420 Vis9 Viva : gre Vise = ( Ten) Vise (3b) 
Wim TAT aia See Vi) Vis 


Patt a) 


5 K. Federhofer: Aufgaben aus der Hydromechanik, VIII, Nr. 10. Wien: Springer-Ver- 
lag. 1954. 


und mit 
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ergibt sich schlieBlich die quadratische Rekursionsgleichung: 


V; a Je Vi; : V; 
pe) Eat a a 


I 
z t+ t+1 a 


+ Ky 


mit den Konstanten: 
AL 
Ki = —@,— Lp + An 
K,=¢,— 28% Kz =a, + B; K,=28—a,; Kg= = Ge Pasa 
(9, 41, 4 Siehe Tabelle 1). 


Die Ausrechnung der Verhidltnisse aufeinanderfolgender Geschwindigkeiten im 
Verteiler bei » Abzweigen erfolgt ausgehend vom ,,toten Ende‘ entgegen der 


Stromungsrichtung, da fir 1=n—1 ae BT ist, und daher aus 
i4+1 n 
Gl. (4) 18 = ae bestimmt werden kann. Die Geschwindigkeitsverhaltnisse in 


a n—1 
den weiteren Abschnitten lassen sich dann jeweils unter Verwendung des voraus- 
gegangenen Wertes berechnen, wobei allerdings wegen der spater erforderlichen 
Differenzbildung eine etwas grdBere Rechengenauigkeit erforderlich ist. Sind fiir 


simtliche Abschnitte die Verhaltnisse Vows ermittelt, so kénnen, beginnend mit 


i= 1 baw. +2, die Verhaltnisse 5% = 7272, 7 usw., und schlieBlich aus: 

@; enpliliaYs a) 

a ©) 
die Geschwindigkeiten in den Abzweigen berechnet werden. Ist die Berechnung 
von 4. far n Abzweige durchgefiihrt, so kénnen diese Verhaltniszahlen auch fiir 


einen Verteiler mit einer geringeren Zahl von Abzweigen verwendet werden, wobei 
lediglich, ausgehend von ,,totem Ende“, die Bezifferung smngemaf zu andern ist. 


V. Ersatz der Einzelabzweige durch einen Lingsspalt. 


Naherungsweise 1a8t sich der Verlauf der Austrittsgeschwindigkeiten lings eines 
Verteilers in der Weise berechnen, daB man die Einzelabzweige durch einen Spalt 
von der Lange L, = n AL und der Breite 6 ersetzt, dabei aber dieselben Trennungs- 
verluste wie bei einzelnen Abzweigen in Rechnung setzt. Sehr einfach wird die 
Berechnung, wenn man die Verluste im Verteiler selbst vernachlissigt, das heift 
dort einen unveranderlichen Gesamtdruck p, voraussetzt, wiihrend den Trennungs- 
verlusten einschlieBlich der Reibungs- oder sonstiger Verluste in den Abzweigrohren 
unter Verwendung von (la) durch den Beiwert 


v; 


“ t fw, \3 y. \2 
Rechnung getragen wird. Hierbei wurde 


m, =m(5) + A, : 


gesetzt. 


Werden die lings des Spaltes mit « stetig verinderlichen Geschwindigkeiten 
(unter Weglassung von ¢) mit V und v bezeichnet, dann gelten folgende Beziehungen: 


—FdV =bvdz (6) 


und 


Po = By + Vi — De is bog Via Sot(l +m) +h V2 9 
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Mit P = —?*— liefert GI. CF) 
£ ye 
1 


2 : V/ P y/1 rer 
: Pee Pere — lp (8) 


Die Gl. (6) und (8) fiihren auf die einfache Differentialgleichung 
V 


by 1+m, sap 
F x=|j P a 


ian 
fe Vly) 
Aus ihrer allgemeinen Lisung 


A ea - 
ar ass ys +e are sin |/ -+K 

folgt mit —— = 0 fiir « = L, und unter der Voraussetzung, daB der Spalt n Abzweige 

von der Grbe f ersetzen soll, das hei®t mit 6 L, = nf: 


VF =sin| k bas. etn 
ee tell FT ale 


. =] fur «=0 und daher: 
B 


\F-aV 


Die beiden letzten Gleichungen in (8) eingesetzt, ergeben: 


k bx n 
v aS ee ata Ve | jek Pai 
) 1+ m, dock dd 
zal eels tt 
somit einen Verlauf der Austrittsgeschwindigkeiten langs des Spaltes nach einem ein- 
fachen cos-Gesetz. Der Anstieg ist etwas steiler als der sich unter Beriicksichtigung 
der Reibung und des Erweiterungsverlustes im Verteiler aus Gl. (4) bzw. (5) ergebende. 


Fiir eine bestimmte Zahl n, von Abzweigen liefert Gl. (9) eine an der Stelle 2 = 0 
mit » = 0 beginnende Geschwindigkeitsverteilung, wenn 


/ k et 
Cie, 4a 2" 
cP yh Le my 
en ee ae) 


Ist die Zahl der Auslaisse n > n;, (bzw. als die darauffolgende ganze Zahl), dann 
erfolgt durch die ersten n — n;, Rohre kein Ausflu8. Der statische Druck p an diesen 
Abzweigen ist gleich dem AuBendruck p,. Von der auf n — n, folgenden Abzweigung 
an steigt der Druck im Verteiler voraussetzungsgemi nach Bernoulli an, die 
Trennungsverluste (einschlieBlich der Reibungsverluste in den Abzweigen) werden 


Es ist ferner 


> (9) 


bzw. 


ny, = 


ist. 


allein durch den dynamischen Druck 5 V2 gedeckt. Ist hingegen bei gleichbleibendem 
Flachenverhaltnis //F' die Zahl der ated kleiner als n,, dann erfordert der Ausflu8 
durch die verringerte Zahl von Offnungen einen Uberdruck p, gegentiber p, am Hintritt 
in den Verteiler. 
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VI. Vergleich gerechneter und gemessener Verteilerstromungen. 
5 : . . Uy 
a) Fiir einen Verteiler gemiB Abb. 1 a wurde die Geschwindigkeitsverteilung Tv 


mit nachstehenden Zahlenwerten berechnet und mit Messungen verglichen (Bezeich- 
nungen s. Abschnitt IT, Mae in mm). 


D=48; d=18; AL=%5; 1=85; Ap=0°0225%; A,—0°021; 


aft 
hn = 0-086, hy 7 = 0-099, tp = 0°10, f/F = 0141, p= (= A\'(1 + a,7) = 55°56. 


Mit den Beiwerten a, = 20°0; a, = — 38°0; a, = 19°0 laut Tabelle 1 fiir f/F = 0°141 
lauten die Konstanten der Rekursionsgleichung (4): 
K,=0°935, K,=— 14912, » K,= 7456, K,=149°12, K;=— 75°46. 


> Sree ee ae ae ieto2 2.4. i506 5 eee 


Abb. 4. Verlauf der Austrittsgeschwindigkeit v, Abb. 5. Verlauf der Austrittsgeschwindigkeit v, 
und Druckanstieg langs eines Verteilers mit und des Druckanstieges lings eines Verteilers mit 
10 Abzweigen, f/F = 0°338 (n >n,). a) Ge- 


Me ) und (5); 


1 
b) Geschwindigkeitsverlauf nach Gl. (9); ¢) ge- 
messener Geschwindigkeitsverlauf; d) berechne- 
ter Druckverlauf; e) gemessener Druckverlauf. 


10 Abzweigen, ae = 0°141. a) Geschwindigkeits- 
. (4) und (5); b) Geschwin- 


1 
digkeitsverlauf nach Gl. (9); c¢) Druckverlauf 
nach Gl. (2a). Durch Ringe bzw. Punkte sind 
die Ergebnisse von zwei Mef®reihen dargestellt. 


verlau 


ip Be 
Verbindung mit Gl. (5) liefert die in Abb. 4 eingetragene Geschwindigkeitsver- 
teilung v,/V,. Sie zeigt den erwarteten Verlauf, das hei8t einen Anstieg in Strémungs- 
richtung, wobei sich Anfangs- und Endwert wie etwa 1: 1°8 verhalten. 


Ihre Lésung fiir 7 = 10 Auslasse (ae = 1-41), ausgehend von 


Vergleichsweise wurde eine Messung der Austrittsgeschwindigkeit an einer Ver- 
teileranordnung dieser Art vorgenommen. Da die Zahl der Abzweige am Verteiler- 
rohr groBer als 10 war, konnten fiir » = 10 verschiedene Kombinationen gemessen 
werden (I bis X, II bis XI usw.). Die MeSpunkte von zwei solchen MeBreihen sind 
in Abb. 4 eingetragen. Sie zeigen, abgesehen von gewissen, zum Teil auch durch 
MeBSungenauigkeiten bedingten Unstetigkeiten, den gleichen Verlauf wie die gerechnete 
Verteilung. In die gleiche Abbildung ist ferner die cos-Linie eingezeichnet, die sich 


* Die Reibungsbeiwerte wurden fiir mittlere Verhaltnisse durch Messung bestimmt, wobei 
sich fir den Verteiler wegen der Stérungen durch die Auslisse héhere Werte ergaben als fiir 
das glatte Rohr. Der Einflu8 von Ap ist jedoch bei kleineren Abstinden AL nicht wesentlich. 
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bei Ersatz der einzelnen Abzweige durch einen (Spalt fur k£—=1, m= 19, 
2 l 

ti. ( : m+ A, q — 9475 aus Gl. (9) ergibt. Thr Verlauf ist erwartungsgema® 

etwas steiler als der fiir einzelne Abzweige unter Beriicksichtigung der Verluste im 

Verteiler berechnete. 


Mit 7 = 1 folgt aus Gl. (2b) der statische Uberdruck am Eintritt in den Ver- 
teiler Sar = 0°35, ebenfalls in befriedigender Ubereinstimmung mit der Messung, 


ferner liefert Gl. (2a) den Druckanstieg im Verteiler, der vom gemessenen nicht 
wesentlich abweicht. 


Um die Brauchbarkeit des Verfahrens auch fiir kleinere Abstiinde der Abzweige 

zu priifen, wurde eine Messung mit einem auf die Halfte verringerten Abstand 
AL . 

ak == 0-78) durchgefiihrt, ohne da sich eine merkliche Anderung der Verteilung 


ergab. Bei Verminderung der Zahl der Abzweige, insbesondere fiir oe <1, gleicht 
sich der Abflu8 langs des Verteilers weitgehend aus. Fiir n = 6 liefert die Rechnung 
—- == 1:23, wahrend die Messung einen noch etwas flacheren Verlauf ergibt. 


b) Abb. 5 zeigt die Ergebnisse von Rechnung und Messung fiir einen Verteiler 
mit einem gréBeren Flaichenverhiltnis, und zwar f/f = 0°338 (d = 27:9, 1 = 150, 
die tibrigen Abmessungen wie im vorigen Beispiel). 


Bei n = 10 ist in diesem Fall die durch Gl. (10) ausgedriickte Grenzzahl n,, bereits 
tiberschritten. Es ist mit k = 1, m = 3°05, A, = 0°02, A, - == 0°1075. bzw. m, = 0°455: 
; Nr = 5°60. 


Der nach dem cos-Gesetz (9) berechnete Geschwindigkeitsverlauf beginnt demnach 
erst zwischen der 4. und 5. Abzweigung, wahrend davor kein Ausstrémen erfolgen 
diirfte. Auch die Rechnung nach Gl. (4) und (5) liefert fiir die ersten Abzweige sehr 
geringe Austrittsgeschwindigkeiten. An der 4. Abzweigung setzt dann ein steilerer 
Anstieg ein’. Die gemessene Austrittsverteilung zeigt zumindest einen sehr ahnlichen 
Verlauf. Riickstro6mungen konnten auch im vorderen Teil nicht beobachtet werden. 
Das cos-Gesetz liefert in diesem Fall einen zu steilen Anstieg der Geschwindigkeit v. 

Fir den Verteilereintritt ergeben Rechnung und Messung nahezu keinen Druck- 
unterschied gegentiber p,, erst vom 4. Abzweig an steigt der Druck nach dem Ver- 
teilerende hin merklich an. 

Es sei noch bemerkt, daf das Verfahren prinzipiell auch fiir anders ausgebildete 
Abzweige (z. B. einfache Bohrungen) brauchbar ist, sofern der Trennungsverlust ¢7; 
fiir eine einzelne Abzweigung dieser Art in Abhangigkeit vom Mengenverhaltnis q/Q 
durch einen Versuch bestimmt wird. SchlieBlich sei erwihnt, daB sich das Verfahren 
auch auf den Fall des Sammlers sowie auf ein vollstandiges Verzweigungssystem an- 
wenden liBt, wobei die bei der Vereinigung entstehenden Verluste wenigstens ftir 
kleine {/F-Verhaltnisse aus dem Impulssatz abgeleitet werden kénnen’. Naheres 
hieriiber folgt in einem II. Teilbericht. 


7 Fur sehr groBes n liefert Gl. (4) fiir die vorderen Abzweige ein konstantes Geschwindigkeits- 


Ye f a. ae : 
Vesa das etwas kleiner als 1 ist, und daher geringe Austrittsgeschwindigkeiten v 


verhaltnis : 
im vorderen Bereich. Ohne Reibungsverluste im Verteiler (A, = 0) folgt aus der Rekursions- 


Visa 


gleichung der Grenzwert = 1 und daher fur die vorderen Abzweige v = 0 wie aus der 


Naherungsrechnung fiir den Spalt. 
(Hingegangen am 10. Mai 1955.) 
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Zum Problem der grofSen Spannweiten. 
Von Hans Ziegler, Zurich. 
Mit 9 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird die durch das Eigengewicht gegebene Begrenzung der Spann- 
weite einer aus schlanken Elementen bestehenden Briicke diskutiert. 


Summary. The limitations imposed on the span of a bridge by its proper weight are 
discussed under the assumption that the bridge is composed of slender elements. 


Résumé. Les limitations imposées a la portée d’un pont par son propre poids sont discutées 
sous l’hypothése que le pont consiste d’éléments sveltes. 


I. Einleitung. 


Bei einer Briicke beliebiger Bauart bildet das Eigengewicht mit zunehmender 
Spannweite einen immer gréBeren Anteil der Belastung. Jede der heute tblichen 
Bauarten ist daher nur in einem bestimmten Spannweitenbereich wirtschaftlich und 
besitzt zudem eine Grenzspannweite, unter der sie eben noch ihr Higengewicht zu 
tragen vermag. F. Stiissi! hat diese Grenzspannweiten fiir die wichtigsten Bauformen 
an Hand von Erfahrungswerten berechnet. Mit ihrer Ermittlung ist das Problem 
der groBen Spannweiten (das mit der geplanten Uberbriickung des Oeresund erneut 
an Aktualitét gewonnen hat) vom baustatischen Standpunkte aus unter Beriick- 
sichtigung der gegenwirtigen Méglichkeiten weitgehend abgeklart. Fiir den Mechaniker 
bleibt aber eine reizvolle Frage offen: welche Distanzen lassen sich tiberhaupt, das 
heiBt ohne Riicksicht auf Wirtschaftlichkeit und ohne Beschrankung auf bestimmte 
Bauprinzipien, frei, das hei8t ohne Zwischentrager, tiberbriicken? Mit anderen Worten: 
ist es denkbar, daB einer spiteren Generation mit gréBeren wirtschaftlichen Méglich- 
keiten unter Ausnutzung uns noch unbekannter Bauprinzipien die Uberbriickung 
von Distanzen gelingen kann, welche unsere Héchstspannweiten wesentlich itiber- 
schreiten ? 

Im folgenden soll gezeigt werden, daB sich diese Frage grundsitzlich beantworten 
lat, wenn man sich auf Briicken beschrankt, die aus lauter schlanken Elementen 
bestehen, und wenn man den Begriff der Briicke im denkbar weitesten Sinne faBt. 


II. Der Coriolis-Bogen. 


Unter einem ebenen Bogen kann man einen Ko6rper mit krummer, aber ebener 
Achse verstehen, welche die Schwerpunkte der zu ihr normalen Schnitte verbindet. 
Rechtfertigen der Verlauf und die Abmessungen des Querschnittes die Annahmen 
eines linearen Spannungszustandes in Richtung der Bogenachse und einer linearen 
Normalspannungsverteilung in den Normalschnitten, dann soll der Bogen schlank 
heiBen. 

Abb. 1 zeigt ein durch Vertikalschnitte begrenztes Element eines schlanken Bogens 
mitsamt den Schnittkraéften und ihren Komponenten. Unter der iiber den Quer- 
schnittsverlauf gemachten Voraussetzung fallen die Schwerpunkte S der Normal- 
und Vertikalschnitte unter sich, aber nicht notwendigerweise mit den Angriffs- 
punkten A der Schnittkrafte zusammen. Die Drucklinie d, welche die Punkte A 
verbindet, deckt sich also im allgemeinen nicht mit der durch die Punkte S definierten 
Bogenachse. Bezeichnet y das (konstante) spezifische Gewicht und F die (langsam 
es Flache des Normalschnittes, dann ist das Gewicht des Bogenelementes 
dure 


dG =yFcostrda=yFV1+ y? dx (2. 1) 


* F. Stussi: 3. Kongr. Int. Verein f. Briickenbau u. Hochbau, SchluBbericht, 8. 475 (1948). 


Zum Problem der groBen Spannweiten. 251 


gegeben. Unter der Annahme, da8 die Belastung im Eigengewicht allein bestehe, 
folgt aus den Komponentenbedingungen fiir das Element dX = 0 und dY = dG; 
es ist also der Horizontaldruck konstant und nach (2. 1) 


dY =yFYV1 + y' dz. (2. 2) 
Soll der Bogen auf Druck allein beansprucht sein, dann mu8 die Drucklinie d mit 
der Achse a zusammenfallen, mithin an jedem Element dY/X = dy’ oder nach (2. 2) 


pee ae 
yratyity? (2. 3) 


sein. Fordert man weiterhin, daS die Druck- 
spannung P/F in jedem Schnitt die zulissige 
Grenze o erreiche, dann mu 


ne 4 See a 
Pas = 7 cos te Play (2. 4) 

. . . od . . . > 
sein, und hieraus folgt im Verein mit (2. 3) die Sea 
Differentialgleichung : \ ae 

y" = £ ( ue y'?) (2; 5) \y keg Nie 
fiir die Bogenachse. Abb. 1. Kraftespiel am Bogenelement. 
Das allgemeine Integral von (2. 5) lautet, wenn mit 
fe Y 
cs; y ers (2. 6) 


dimensionslose Koordinaten eingefiihrt und die Integrationskonstanten mit a, b be- 
zeichnet werden, 


n +6 = Ig cos (é + a); (2.7) 
ferner ist 

d 

ae = tet = tg (E +4). (2. 8) 


Fiir die in Abb. 1 angedeuteten Randbedingungen (Scheitel im Ursprung) verschwinden 
beide Integrationskonstanten. Die Lésung nimmt daher die Form 


7 = lg cos , (2. 9) 
SL = tgr=teé (2. 10) 


an, und hieraus folgt, daB die Neigung t in jedem Schnitt mit der dimensionslosen 
Abszisse £ iibereinstimmt. Ferner ergibt sich der Verlauf des Normalschnittes, wenn mit 


pees 


9 
~ (2. 11) 


der Minimalquerschnitt im Scheitel eingefiihrt wird, nach (2. 4), (2. 6) und (2. 10) zu 
iia Paco es, (2. 12) 


Abb. 2 zeigt in dimensionsloser Darstellung die Achse (2. 9) und den Querschnitts- 
verlauf (2. 12) dieses Bogens konstanten Druckes, der als Zylinderschale gleichen 
Widerstandes von K. Federhofer? diskutiert, als Kettenlinie gleichen Widerstandes 
bereits von G. Coriolis? gewonnen worden ist und daher im folgenden als Coriolis- 


2 K. Federhofer: Bau-Ing. 20, 366 (1939). 
8 G. Coriolis: J. Math. pures appl. 1, 75 (1836). 
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Bogen bezeichnet werden soll. Die Zahlenwerte konnen der Tab. 1 entnommen werden, 
und die Entwicklungen fiir kleine Werte von & lauten 


1 1 
po Ee qe ; 
“s . (2. 13) 
Tabelle 1 
Is n F/F, 

0 0 1 
0°0691 | 0°0024 10024 
071319 0°0087 1:0088 
071948 0°0191 1:0193 
0°2576 0°0335 1:0341 
0°3142 | 0°0502 : 1:0515 
0°3833 0°0753 1:0782 
0°4461 0°1030 1°1085 
0°5089 0°1355 171451 
0°5718 | 0°1732 171892 
0°6283 | 0°2119 1°2361 
0°6974 0°2659 1°3047 
0°7603 0°3221 1°3800 
0°8231 | 0°3857 1°4707 
0°8859 0°4580 1°5809 
0°9425 0°5314 1°7013 
10116 | 0°6339 1°8850 
1°0744 | 0°7418 | 2°0998 
1°1373 0°8673 | 2°3804 
1°2001 . 10153 ) 2°7603 
1°2566 | 171744 | 3°2361 
1°3258 | 14163 4*1220 
1°3886 . 1°7081 | 5°5185 
1°4514 2°1278 8°3964 
1°5142 2°8732 17°693 
1°5708 co | co 


AGbuos Aches aad oe eee wobei sich selbstverstiindlich alle Ergebnisse 
des Coriolis-Bogens. auf den durch sein Eigengewicht bereits defor- 

mierten Bogen beziehen. 
‘Denkt man sich zwischen zwei gleich hoch liegenden Punkten einen Coriolis-Bogen 
gespannt, so besteht zwischen seiner Spannweite / und der Pfeilhéhe h ein Zusammen- 
hang, der aus (2.9) abgelesen werden kann 


Tabelle 2. und sich in den dimensionslosen Groen 

hh 2 k 4 cm - eeey a m Ao “4, % —f (2. 14) 
l a 2 Beton | Stahl « in der Korm 

— —1 
0°05 | o-l979 | 11:3] 247) 756 x = lg cos (4/2) (2.15) 
He 0°3896 | 22°3 | 487 1489 — schreibt. Ferner ist die gréBte Neigung « der 

0°5666 | 32°5| 708| 2165 Ach 

ae Green Lilies orien se (an den Enden) nach (2. 10) durch 
0°25 0°8644 49°5 | 1081 | 3303 yey: 
0°3 09831 | 563 | 1229 | 3757 inaide s (2. 16) 
0°35 1°0833 62°1 | 1354 | 4140 < i es ey qh ek 
Ord 11676 | 66:9 | 1459 | 44g3 © SCBeben. Tab. 2 enthalt fiir einige Pfeilhdhen- 


0°45 1°2356 70°8 | 1544 | 47292 verhaltnisse hil = x/A die zugehorigen Werte 
0°5 12926 | 74:1 | 1616 | 4940 von 4/2, «° und 1, wobei der Berechnung von 
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1 ein Beton mit y = 2-4 g/em3 und o = 150 kg/cm? sowie ein Stahl mit y = 7°85 g/cm? 
und o = 1500 kg/cm? zugrunde gelegt sind. 

Wie stets bei Problemen dieser Art bleibt F, frei wiihlbar. Der Bogen kann also 
theoretisch beliebig diinn gebaut werden, ohne daB indessen eine Verringerung von F, 
auf das bei groBen Spannweiten vorhandene starke Anwachsen der GroBen F iF. 
x und tg « gegen die Enden hin von Hinflu8 wire. 

An den Beziehungen (2. 6) bis (2. 16) iindert sich nichts, wenn man die Vorzeichen 
von X, y und o umkehrt; man erhilt auf diese Weise den Bogen konstanten Zuges, 
der als Kabel fiir Hangebriicken von Interesse ist. 

In unserem Zusammenhang interessiert vor allem die Tatsache, daB die Bogen- 
achse (2. 9) fiir € = + 7/2 vertikale Asymptoten besitzt, so da8 x und tg « fir 
A -—>x unbegrenzt anwachsen. Es folgt hieraus, daB die Horizontaldistanzen, die 


sich mit dem Coriolis-Bogen iiberbriicken lassen, nach oben durch die Grenzspann- 
weite 


oO 


beschrankt sind, die nur vom Material abhangt und fiir die als Beispiele angefiihrten 


Baustoffe 1-963 km (Beton) bzw. 6:003 km (Stahl) betragt. 


Ill. Graphische Konstruktion. 


Bezeichnet r den Kriimmungsradius der Bogenachse, so folgt aus (2. 5) und (2. 12) 
unter Beriicksichtigung von (2. 10) 


5 45 
— == = €08 t; (3. 1) vos ee 
a tf 
; ‘ is BCos 4 (3. 2) 
Fiihrt man mit 
EAE 
ae ae (3. 3) 
den dimensionslosen Kriimmungsradius ein, so kann man wh 
statt (3. 1) und (3. 2) auch Be 
oe cost = |, (3. 4) 
r=F7 (3. 5) 
schreiben. - | 1 I 
Aus den beiden letzten Beziehungen ergibt sich ftir den LESS, 


Coriolis-Bogen eine einfache Naherungskonstruktion: Die ake SEN tes é 

é aes : 32 . 3. eichnerische 
Achse wird (Abb. 3) aus Kreisbégen geeignet gewahlter jo uuktion des Corio. 
Lange zusammengesetzt, wobei der Kriimmungsmittelpunkt lis-Bogens. 
stets so gewihlt wird, daB die Vertikalprojektion des Radius 
im Anfangspunkt des Bogens | ist. Die Querschnittsflache wird im Anfangspunkt 
jedes Teilbogens durch Multiplikation von Ff, mit dem Radius erhalten. Die An- 
naiherung der Achse durch Kreisbégen gibt dabei der Konstruktion eine relativ hohe 
Genauigkeit. 


IV. Der diskret belastete Bogen konstanter Beanspruchung. 


Bei Briicken mit bogenférmigem Haupttriger (Bogen- und Hangebriicken) wird 
das Fahrbahn- und Nutzgewicht meist abschnittsweise (nimlich in den Knoten 0, 
1, 2,... der Abb. 4) auf diesen tibertragen. Der Haupttraiger kann dann in jedem 
der Zwischenfelder (01, 12, ...) als Coriolis-Bogen ausgebildet werden, und zwar 
bei einheitlichem Baustoff und vertikalen sowie biegungsfreien Ubertragungselementen 
mit Hilfe von Abschnitten eines und desselben Bogens. Man trennt zu diesem Zweck, 
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¢ indem man in Abb. 2 vom Scheitel ausgeht, in jedem 
Knoten k das rechts anschlieBende Teilstiick heraus, dessen 
Gewicht der im betreffenden Knoten angreifenden Last Q,, 
entspricht, und schiebt die iibrig bleibenden Teilstiicke 
fortlaufend zusammen. Auf diese Weise entsteht ein 
Bogen konstanter Beanspruchung, dessen Spannweite bei 
gleicher Pfeilhdhe kleiner ist als diejenige des Coriolis- 
17, Bogens. 
Analytisch ist die Lésung in jedem Feld durch (2.7) und 
(2. 8) gegeben, wobei aber die Integrationskonstanten von 
Feld zu Feld andere sind. Man hat also im Feld k — 1, k 


4 + Oy-1,x = lg cos (€ + ay_1, x), ( eae (4.1) 
k-1 = a= S ie . 
GL tg (E+ an1.5). 


Abb. 4. Diskret belasteter 
Coriolis-Bogen. 


Aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir die einzelnen Knoten lassen sich leicht @,, bo, 
sowie Rekursionsformeln fiir die tibrigen Konstanten gewinnen. 


V. Der kontinuierlich belastete Bogen konstanter Beanspruchung. 


Bei langen Briicken lassen sich Fahrbahn- und Nutzgewicht naherungsweise 
gleichmaBig verteilt annehmen und in (2. 2) durch den Zusatzterm qgdz beriick- 
sichtigen. Die Differentialgleichung (2. 5) ist dann durch 


of = (ly eee (5. 1) 
zu ersetzen, das Integral (2. 9) durch 
7 = lg cos (: 1 + 7 ). (5. 2) 
Die Bogenachse ist jetzt von F,) abhingig, und die Grenzspannweite wird mit 
rus ee q ai 
Laat (i+-2) (5. 3) 


abgelesen, wobei q die (konstante) Zusatzlast je Langeneinheit darstellt. Da die Achse 
jetzt mit abnehmendem F, immer steiler abfallt, steigt das Gesamtgewicht des Haupt- 
tragers bei gegebenen Werten von y, o, q und / sowohl fiir Fy — 0 sowie fiir Fy — co 
an und kann fiir einen mittleren Wert von F, zum Minimum gemacht werden. 


| VI. Die Elementarscheibe. 


Die Vermutung liegt nahe, daB (2. 17) die Grenzspannweite 
Pals nicht nur des Kinzelbogens, sondern auch allgemeinerer 
4 Briickenformen darstelle. Um dies zu iiberpriifen, kann man 


sich offensichtlich auf Briicken beschriinken, die nur durch 
| ihr Higengewicht belastet sind. Ferner sei zuniichst ange- 
nommen, da die Briicke beziiglich der (x, y)-Ebene sym- 
metrisch und daf ihre Horizontalkraft X > 0, gemaiB Abb. 1 
also ein Druck sei. 
Kine aus schlanken Elementen zusammengesetzte Briicke 
; kann durch Vertikalschnitte derart in Scheiben der Dicke 
dx zerlegt werden, daf sich innerhalb jeder Scheibe die ein- 
Abb. 5. Elementarscheibe Zeimen Elemente als gerade Stiibe behandeln lassen. Gleich- 
einer Briicke. zeitig k6nnen auf Biegung beanspruchte Stiibe in eine gentigend 


‘ 
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groBe Zahl von zentrisch beanspruchten Druck- oder Zugfasern aufgelést und Vertikal- 
stibe unter Berufung darauf, daB sie praktisch stets eine geringe Neigung aufweisen, 
ausgeschlossen werden, so daf die Scheibe schlieBlich als Verteilung A von n Fasern i 
(Abb. 5) mit den spezifischen Gewichten y; und den Vertikalschnitten f, aufgefaBt 
werden kann, die sich von Schnitt zu Schnitt erstrecken und das Gesamtgewicht 


n 
1 


4 =< 
autweisen. Ist P; (X;, Y;,Z;) die von der i-ten Faser iibertragene Kraft und o; ihre 
(fiir Druckfasern positiv und fiir Zugfasern negativ gerechnete) zulissige Spannung, 
dann gilt bei richtiger Dimensionierung 


x; 


tog So;f; Pp» (0 =1,2,...,%) (6. 2) 
also nach (6, 1) ; 
1% P? Yi Yet 4? 
1 1 


wobei dank der Konvention fiir das Vorzeichen von o; alle Summanden positiv sind 
und iiber allfallige spannungslose Fasern nicht summiert werden soll. Bei knappster 
Dimensionierung (und nur in diesem Falle) gilt in (6. 3) das Gleichheitszeichen. 

Jeder der Baustoffe, die in der Briicke vorkommen, besitzt eine zulissige Druck- 
spannung o, > 0 und eine zulassige Zugspannung o, < 0. Bezeichnet man denjenigen 
mit dem gréBten Quotienten o,/y als den beziiglich Druck und denjenigen mit 
dem kleinsten Quotienten o,/y als den beziiglich Zug giinstigsten Baustoff, 
so gilt : 6G; o, 

ME id (<2) = Yi = ( v4 ) ata = Or (6. a 

Ersetzt man jetzt die Fasern der Scheibe A durch solche aus dem fiir ihre Bean- 
spruchung giinstigsten Baustoff, so erhalt man eine neue Scheibe B, die nach (6. 3) 
und (6. 4) bei knappster Dimensionierung das Gewicht 


it Y2+Z 
Y= 3/5 (x, 4 2 ) ow (6. 5) 
I 
ausweist, wenn zur Abkiirzung 
{ % => 0, (X;>9) | 
a= (6. 6) 
\ ag <0 (X; <0) j 
gesetzt wird. Mit (6. 4) und (6. 6) folgt aus dem Vergleich von (6. 3) und (6. 5) 


Die Scheibe B ist mithin nicht schwerer als A; sie stellt die leichteste Scheibe dar, 
welche die gegebenen Schnittkrafte P; einzeln zu tibertragen vermag. 
Durch Reduktion der P, im Schnitt w erhailt man unter Beriicksichtigung der 


Symmetrie eine resultierende Schnittkraft P(X, Y,0) in der Mittelebene, und 
zwar ist 


» xX,=X, bh ee (6. 8) 
1 i 
Zerlegt man sie in n neue Krafte P;’ (X,’, Y,’,Z;/) mit den Komponenten 


Xx, =X, vi =(Sa X,] 
1 


1 
Gemeay , aussi, (ad 2s ny 1) (6. 9) 
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so stellen diese eine neue Faserverteilung C dar. Dabei entspricht jeder Druck- bzw. 
Zugfaser von A bzw. B eine solche von C, und wenn man sich die Faserverteilung C 
aus den giinstigsten Baustoffen hergestellt denkt, dann hat sie gemaiB (6. 5) und (6. 9) 
bei knappster Dimensionierung das Gewicht 


| ih Vy n di 
ee CY = > = (2'% Males r dx. (6. 10) 
FY X 
é Da nach der Schwartzschen Ungleichung* 


ee 
| 
« | 


roe 


ea n Ye V2 ny 2 | 
a De Fags : 2 ) 6. 11 
ate wor -r — Os = : 
SS | also ae 
ane 
1 4 


ZG Se "dy Kel, Pata 
=2 GX, 2(3a | (6. 12) 
ist, ergibt der Vergleich von (6. 5) mit (6. 10) 

6Y,= 61. (6. 13) 
Abb. 6. Ersatz Delia Die Scheibe C ist mithin nicht schwerer als B, und 6Y, 
ce ouabain er ectink nC Minimalgewicht aller Scheiben, welche die Schnitt- 


i Say Mee tems se te aaa 


kraft P in Form von n Einzelkraften P, mit vorgeschriebenen Komponenten 
X, zu tibertragen vermogen. 

Nach (6. 6) hat a; fiir alle Druck- bzw. Zugfasern je denselben Wert. Die Scheibe C 
besteht daher nach (6. 9) aus unter sich parallelen Druck- bzw. Zugfasern und kann 
(Abb. 6) durch eine neve Scheibe D ersetzt werden, die aus einer einzigen Druckfaser I 
und héchstens einer Zugfaser II je aus dem giinstigsten Baustoff besteht. Deutet man 
mit einem Strich die Beschrankung der Summe auf Druckfasern an, so erhalt man 


die Komponenten der neuen Schnittkrafte P, (Xz, Y;, 9), Ee (Xi, Vy, 0) durch 
Summation von (6. 9) mit 


xX; = 2'X,, Yy =a, (a, X; + ay Xy) 1X, Y, (6. 14) 
Xy = X — Xy, Vy = Oy (47 Xy + Gy XY) Xqy Y- 
Das Gewicht von D ist nach (6. 5) und (6. 10) bei knappster Dimensionierung 
XG xt L 
bY p= (2 42 4 (4 Xp +a Xy)4 y}| Sn = 6Y as (6. 15) 


es stellt das Minimalgewicht aller Scheiben dar, welche die Schnittkraft Pm tiber- 


tragen vermogen und der weiteren Bedingung geniigen, daB der totale Horizontaldruck 
ihrer Druckfasern den Wert X, hat. 


Enthalt die Scheibe A keine Zugfasern, dann ist nach (6. 14) ps =0. Die 
Scheibe D besteht dann aus einer einzigen Faser mit der Schnittkraft P und dem 
Gewicht 


72 


1 y 

OY pn = “ay (x |- xX 

Ferner lassen sich fiir eine Briicke mit Horizontalzug X <0 analoge Uberlegungen 
durchfiihren. Demnach kann jede Scheibe A mit der Schnittkraft P durch hochstens 


zwei Fasern (nimlich eine Druck- und eine Zugfaser) aus den giinstigsten Baustoffen 
ersetzt werden, die zusammen bei knappster Dimensionierung nicht schwerer als A 


) dx. (6. 16) 


/ 


4 Vgl. z. B. L. Bieberbach: Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I, S. 13. Leipzig und 
Berlin. 1930. 
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sind. Umgekehrt folgt hieraus, daB die gegebene Scheibe unter Erhaltung ihres 
Gewichtes durch héchstens zwei Fasern ersetzt werden kann, die, aus den ginstigsten 
Baustoffen hergestellt, nicht tiberbeansprucht sind. 


Setzt man jetzt wieder X > 0 voraus, so folgt aus der Aquivalenz von P, und pe 
—> 
mit P 
XxX, +4n = &, Ay = X, Xu 39; (6. 17) 
und damit hat man nach (6. 14) 


Yy = ay [(ay — ay) Xy + ay X)]7X, Y, 


(6. 18) 
Voy = ayy [(a, — az) Xy + ay X]7 XY VY 


und statt (6. 15) 


at an Qi 


o¥y = |( =F, )X : * t [(@y — az) Xy + ayy X]* vel ba. (6. 19) 


Wie bereits bemerkt wurde, ist das Minimum 6Y,p noch an eine Nebenbedingung 
gebunden, indem namlich zur Konkurrenz nur Scheiben zugelassen wurden, fiir 
welche der totale Horizontaldruck der Druckfasern den durch (6. 14) vorgeschriebenen 
festen Wert X; hat. Lat man nun auch diese Forderung fallen, dann gibt es auch 


bei knappster Dimensionierung unendlich viele Scheiben D, welche die Schnittkraft P 
zu libertragen vermégen. Um ihre Gewichte (6. 19) zu vergleichen, bilden wir, indem 
wir jetzt dY> als Funktion von X, auffassen und die tibrigen in (6. 19) auftretenden 
Groen festhalten, 


d 1 1 ‘ 
“ax; (OY p) = 1 Gi a [(ay — ayy) Xp + ayy X]* (ay — ayy) Fa dx. (6. 20) 


Die rechte Seite von (6. 20) nimmt zufolge (6. 6) mit X; zu und verschwindet fiir 
(ay — ayy) Xy + Ay X = (— ay ayy)” Y. (6. 21) 


Hieraus folgt, daB 6Y>p fiir den durch (6. 21) gegebenen Wert X; minimal wird. Das 
Minimum berechnet sich aus (6. 19) und (6. 21) zu 


tee = 


1 ite ; 
(— ee Be + 2 (— ay aq) y| Ox (6. 22) 


und wird nach (6. 17), (6. 18) und (6. 21) von einer Scheibe # angenommen, die sich 
aus zwei Fasern aus den giinstigsten Materialien mit den Schnittkraften 


—ayn X + (—a an) /?Y Wr: ( =" 
AT = a — on : Ue ie an At, 
1) / (6, 23) 
ax X — (— azan)'* Y _ any" 
Xu = ay — an : iaieai= ie ar An 
zusammensetzt. Dabei ist zu beachten, daf fiir 
ye ay 1p 9 


nach (6. 23) im Widerspruch zu (6.17) X;< X wird. In diesem Falle wird das 
Minimum von é6Y>p im Bereich X, = X fiir X; = X, das heiBt von einer Scheibe # 
angenommen, die aus einer einzigen Faser aus dem giinstigsten Material mit der 


Schnittkraft P besteht, und statt (6. 22) gilt nach (6. 19) 
y2 
Yn =~ (X +} oe. (6. 25) 


ay 
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Diesen Uberlegungen eee die sich sinngem48 auf den Fall X <0 tibertragen 
lassen, ist fiir Schnittkrafte P, , die so schwach geneigt sind, daB (6. 24) gilt, das Gewicht 


der leichtesten Scheibe, die Pm iibertragen vermag, durch (6. 25) gegeben, und die 
Scheibe kann als Einzelfaser aus dem hinsichtlich Druck giinstigsten Baustoff mit 


der Schnittkraft P ausgebildet werden. Ist dagegen P so steil, daB (6. 24) nicht mehr 
gilt, dann folgt das Gewicht von H aus (6. 22), und # kann aus zwei Fasern I und II 
aus den giinstigsten Baustoffen mit den Schnittkraften (6. 23) aufgebaut werden. 


Bei einheitlichem Baustoff mit absolut gleicher Druck- und Zugfestigkeit o werden 
die Resultate besonders einfach. Da dann nach (6. 4) 


ay = — ayy — (6. 26) 


ist, geht die Forderung (6. 24) in 
r=akX (6. 27) 


tiber und ist erfiillt, solange die Neigung von P kleiner als z/4 ist. In diesem Falle 
wird das kleinste Scheibengewicht bei knappster Dimensionierung von einer Einzel- 


faser aus dem giinstigsten Baustoff in der Wirkungslinie von P angenommen, die 
auch in mehrere parallele Teilfasern aufgelost werden konnte und nach (6. 25) sowie 
(6. 26) das Gewicht 


6Y,=2(X +) 6x (6. 28) 


o 


hat. Ist dagegen (6. 27) nicht erfiillt, dann ist das kleinste Scheibengewicht nach (6. 22) 
und (6. 26) 


6Y¥z= ee Y da. (6. 29) 


Ks wird bei knappster Dimensionierung von zwei Fasern I und II aus den giinstigsten 
Baustoffen angenommen, die nach (6. 23) und (6. 26) die Schnittkrifte 


1 
XY => (X + Y), Y, we, 
; (6. 30) 
Ag = 5 (Ai); fn = a 
also die Neigungen 2/4 bzw. — z/4 aufweisen und einzeln auch wieder in parallele 


Teilfasern aufgelést werden kénnten. 


VII. Briicken aus Zug- oder Druckfasern. 


Um zum Problem der Grenzspannweite iiberzugehen, denken wir uns eine Briicke 
gegeben, die den in Abschnitt I und VI formulierten Voraussetzungen geniigt, also 
aus schlanken Elementen besteht, einen Horizontaldruck X > 0 aufweist und be- 
zuglich der (x, y)-Ebene (Abb. 7) symmetrisch ist. Dariiber hinaus setzen wir 
Symmetrie beztiglich der y-Achse voraus. 


Kine solche Briicke kann nach Abschnitt VI in vertikale Scheiben A (Abb. 7) 
zerlegt werden, die unter ihren Gewichten dY, und den Schnittkriften P (x), 


ene (x + 6x) im Gleichgewicht sind. Verbindet man die Angriffspunkte aller 
Schnittkrifte, so erhailt man die zu dieser Schnitteinteilung gehérende Drucklinie d, 
die als Seilkurve fiir die spezifische Belastung 6 Y ,/da gedeutet werden kann und eine 


Tangente besitzt, welche in jedem Schnitt a die Schnittkraft P (x) enthalt. 
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Weist die Briicke keine Zugfasern auf, dann kénnen nach Abschnitt VI ihre 
Scheiben A durch Hinzelfasern D in der Drucklinie d ersetzt werden, die aus dem 
hinsichtlich Druck giinstigsten Baustoff bestehen, die Gewichte 5Y a haben und 
nicht tiberbeansprucht sind. Dadurch entsteht ein einziger, zentrisch und nicht zu 
stark beanspruchter Druckbogen mit der Achse d. Enthalt er Querschnitte, die nicht 
voll beansprucht sind, dann kann er leichter ausgefiihrt werden. Durch Entfernen 
des tiberfliissigen Materials geht er aber in einen Coriolis-Bogen iiber, dessen Achse a 
in keinem Schnitt steiler ist als d (so daB d im nach oben durch a begrenzten Bereich 
liegen muB). 

Fiir eine Briicke, die keine Druckfasern und damit einen Horizontalzug X < 0 
aufweist, gelten analoge Uberlegungen, und daraus folgt, daB (2.17) die Grenz- 
spannweite jeder aus schlanken Elementen bestehenden, nur Druck- 
oder Zugfasern enthaltenden Briicke ist, wenn y das spezifische 
Gewicht und o den Betrag der zulaissigen Druck- bzw. Zugspannung des 
gunstigsten Materials bezeichnet. 

Dieser Satz, der zunichst noch an die 
zu Beginn dieses Abschnittes formulierten 
Symmetrieannahmen gebunden ist, laiBt 
sich ohne weiteres davon befreien. Wire 
er namlich fiir eine asymmetrische Briicke 
F falsch, dann miiBte er auch fiir die 
symmetrische Briicke ungiiltig sein, die aus 
F durch Hinzufiigen der Spiegelbilder er- 
halten wird. Ferner darf bei Briicken, die 
nur aus Druck- bzw. Zugfasern bestehen, 
der Fall X = 0 ausgeschlossen werden, 
auch wenn man davon absieht, dai er 
sich praktisch nie exakt realisieren laBt. 


Pltr+dz) 


Abb. 7. Abb. 8. 
Drucklinie d und obere Grenze a. Netzwerk mit unbeschrankter Spannweite. 


VIII. Briicken mit Zug- und Druckfasern. 


Fiir Briicken, die Druck- und Zugfasern enthalten, laBt sich ein ahnlicher Satz 
nicht formulieren. Diejenigen Scheiben A einer Briicke mit Horizontaldruck X > 0, 
die in der Nahe des Scheitels liegen und daher noch der Bedingung (6. 24) geniigen, 
lassen sich nach Abschnitt VI zwar noch durch leichtere Einzelfasern H aus dem 
giinstigsten Material und damit insgesamt durch einen Coriolis-Bogen ersetzen. In 
eréBerer Entfernung vom Scheitel, némlich vom Schnitt an, in dem (6. 24) erstmals 
nicht mehr erfiillt ist, mu aber beim Ersatz von A durch eine Einzelfaser HL nach 
Abschnitt VI damit gerechnet werden, da HZ schwerer ist als A. 
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Tatsichlich gibt es fiir die Spannweite einer aus Druck- und Zug- 
fasern bestehenden Briicke keine obere Schranke. So kann man beispiels- 
weise mit dem in Abb. 8 dargestellten Netz von auf Druck und Zug beanspruchten, 
aus einem Material mit gleicher Druck- und Zugfestigkeit bestehenden Coriolis- 
Bogen beliebige Distanzen iiberbriicken. Dieses Netz wird dadurch aus einem Coriolis- 
Bogen mit dem Horizontaldruck X erhalten, daB an der Stelle, wo seine Achse die 
Neigung « = arc tg 3 erreicht, unter den Winkeln 2/4 und — 2/4 je ein Coriolis- 
Bogen mit dem Horizontaldruck 2 X bzw. — X angeschlossen und mit jedem neuen 
Bogen analog verfahren wird. Die in Abb. 8 eingetragenen Zahlen ergeben, mit X 

multipliziert, die Horizontaldriicke der Einzel- 
bégen; mit ihrer Hilfe iiberzeugt man sich leicht 
davon, daB die Schnittkrafte in jedem Knoten 
im Gleichgewicht sind und das Netz nach rechts 
beliebig weit fortgesetzt werden kann. In der 
Tat ist der Horizontaldruck des ganzen Netzes 
tiberall X, und da die vertikale Komponente 


von P monoton anwadchst und unter den 
Knoten die Werte 3X, 9X, 27 X,... annimmt, 
hat die Drucklinie d, obschon sie konvex ist 
und damit insbesondere die im ersten Knoten 
an die erste Bogenachse gelegte Tangente ¢ 
nicht iiberschreitet, keine vertikale Asymptote. 


Wahlt man (immer unter der Voraussetzung 
eines einheitlichen Materials mit gleicher Druck- 
und Zugfestigkeit) die Neigung «, unter welcher 
Abb. 9. Leichtestes Netzwerk mit oberer jeder Bogen in zwei Teilbégen autgespalten 

Grenze a fiir die Drucklinie. wird, naher bei z/4, dann erhalt man leichtere 
Varianten des Netzes. Die leichteste wird nach 

Abschnitt VI mit « = 2/4 gewonnen und ist (Abb. 9) dadurch gekennzeichnet, dab 
der Coriolis-Bogen in eine unendlich feine Verteilung von Druck- und Zugfasern 
unter 2/4 bzw. — a/4 tibergeftihrt wird. Die Uberlegenheit des Netzes tiber den 
Einzelbégen riihrt nach Abschnitt VI allgemein davon her, daf das Scheibengewicht 


im Netz fiir Neigungen von P, die (6. 24) nicht geniigen, kleiner gehalten werden 
kann als das Gewicht des Einzelbogens. 


IX. Bemerkungen. 


Die in den beiden letzten Abschnitten gewonnenen Ergebnisse sind (von den 
besonderen Beispielen in Abschnitt VIII abgesehen) nur an die Voraussetzung gebunden, 
daB die Briicke aus schlanken Elementen bestehe. Ihre Giiltigkeit beschrankt sich 
insbesondere nicht auf elastische Baustoffe, sondern erstreckt sich, wenn o, und o, 
als Druck- bzw. ZugflieBgrenze interpretiert werden, nach dem Prinzip von S. M. 
Feinberg® auch auf ideal plastische Stoffe. 

Die Aussage von Abschnitt VII, da (2. 17) die Grenzspannweite jeder nur Druck- 
oder Zugfasern enthaltenden Briicke sei, diirfte im Hinblick auf Hange- und Bogen- 
briicken ein gewisses Interesse aufweisen. Dagegen erscheint die nach Abschnitt VIII 
bei Briicken mit Druck- und Zugfasern gegebene Méglichkeit, die Schranke (2. 17) 
zu tberschreiten, vom praktischen Standpunkte aus problematisch, da sie sich offen- 
bar nur um den Preis von Bauhéhen verwirklichen lift, die von der GréBenordnung 


5 §. M. Feinberg: Prikladnaia Matematika i Mekhanika 12, 63 (1948). 
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der Spannweite sind. Man kann sich tatsichlich fragen, ob die Netzwerke von Abb. 8 
und 9 praktisch noch unter den Begriff der Briicke fallen. 

Es besteht Grund zur Vermutung, da® (2. 17) auch Grenzspannweite fiir aus Druck- 
und Zugfasern bestehende Briicken sei, wenn man die Divergenz der Fasern, wie sie 
im Netzwerk gegen die Enden hin auftritt, ausschlie&t. Man miiBte, um sie zu be- 
weisen, die Existenz von Scheiben mit geringerem Gewicht zulassen, als es das ent- 
sprechende Stiick des Coriolis-Bogens besitzt, und dann nachweisen, daB in diesem 
Falle an anderen Stellen Scheiben auftreten 


miussen, welche dieses Untergewicht wieder Tabelle 3. 
kompensieren. 

Auf Grund von Abschnitt VIII laGt sich aber — S| To 
auch ohne diese zusiitzliche Voraussetzung eine —g- 7854 0°3466 2°0000 
Grenzkurve a (Abb. 9) fiir die Drucklinie d einer 0°8639 0°4316 2°3402 
beliebigen Briicke mit Horizontaldruck X > 0 — 0°9425 0°5311 2°7382 
angeben. Diese besteht, wenn man jetzt wieder sere. psiebhs eae 
ia ai ae Reondinat 2 6 1°0996 0°7838 | 3°7490 

€ dimensionslosen Koordinaten (2. ) ver- 11781 0:9432 43866 
wendet und dabei fiir y und o die Werte des 1°2566 1°1298 5°1326 
hinsichtlich Druck giinstigsten Materials ein- = 1°3352 1°3480 6°0056 
setzt, bis zur Abszisse § = a/4 aus der Achse sre ee bbe 
(2. 9) des Coriolis-Bogens. Fiir § =a/4 hat 1°5708 92518 ea: 
sie nach der Beziehung (6. 29), die sich auch 1°7279 3:1396 13°1722 
in der Form 1°8850 4°3551 18°0340 

es se 2°0420 6-019 24°690 
dy’ =d|—> )a2 ox (et (9.08) 271991 8°297 33°804 
ae . cos 2°3562 11-417 46°282 
anschreiben 148t, und nach (2. 6) die Diffe- 2°7489 25°223 101°508 
rentialgleichung 3°1416 55°50 222°64 
Bc 1A Rae Bee 3°5343 121°92 488°30 
ay (9. 2) 
3°9270 267°59 1070°98 
ist also mit Riicksicht auf die aus (2. 9) rae eee oe 
und (2. 10) folgenden AnschluBbedingungen — 976 6196 ery 
H (7/4) = lg V2 und 7’ (x/4) = 1 durch 6°2832 | 29805 119220 
: ; 7°0686 | 143375 573 500 
; It . 
ae > [exp [shaw Ig 2 1 (9. 3) 78540 689700 2758800 


gegeben. Der Bereich, in dem die Drucklinie d in jedem Falle liegen muB, ist nach 
oben durch die Kurve a begrenzt, die in Abb. 9 eingetragen und in Tab. 3 im An- 
schluB an die bis & = 2/4 giiltigen Werte von Tab. 1 zahlenmafig dargestellt ist. 

Bezeichnet ferner / den Vertikalschnitt durch die Briicke, dann gilt im giinstigsten 
Fall der Abb. 9 


vide =al y= xX dy’, (9. 4) 

mithin- nach (2. 6) und (2. 11) 
Pe d 5 xX tr {453 ~ 
faacrpegen = age Sela (9. 5) 


wenn f, = F, die Fliche des Scheitelschnittes bezeichnet. Somit erhalt man nach (9. 3) 
fiir das Verhaltnis f/f, die Funktion 

f 7 

4 = 2exp(26é— +), (9. 6) 


0 

die in Tab. 3 miteingetragen ist. 
Analoge Resultate gelten im Falle einer Briicke mit Horizontalzug X < 0, wobei 
hier die Kurve a nach oben gekriimmt ist und den Bereich fiir d nach unten begrenzt. 
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Ja selbst fiir Briicken ohne Horizontalkraft behalten die Ergebnisse ihre Giiltigkeit, 
da praktisch immer mit dem Vorhandensein einer, wenn auch noch so geringen 
Horizontalkraft gerechnet werden muB8. 

Nun bestiitigt (9. 3) zwar die Aussage von Abschnitt VIII, daB bei Briicken mit 
Druck- und Zugfasern die Spannweite theoretisch unbeschrinkt sei; anderseits zeigt 
aber der exponentielle Charakter von (9. 3), der sich in (9. 6) wiederholt und in Tab. 3 
besonders augenfallig in Erscheinung tritt, daB ihr praktisch doch Grenzen gesetzt 
sind, und daB ein. wesentliches Uberschreiten des Wertes (2. 17) (der im Falle X = 0 
mit den Daten des absolut giinstigsten Materials zu bilden ist) auf jeden Fall nur um 
den Preis eines ungeheuren Materialaufwandes méglich ist. So haben 7 und f/f, fir 
£ — a bereits die Minimalwerte 55°5 bzw. 223 und fir = 2a gar die Werte 29805 
bzw. 119220. Man wird daher zur Feststellung berechtigt sein, daB (2.17) eine 
Spannweite darstellt, die aus praktischen Griinden in keinem Falle 


erheblich tiberschritten werden kann. 
(Eingegangen am 15. Marz 1955.) 


Buchbesprechungen. 


Uber die Temperaturverteilung hinter angestrémten Zylindern. Von J. Ackeret. — Uber thermische 
Effekte in Resonanzrohren. Von H. Sprenger. — Schubvermehrung durch Strahlmischung. Von 
Z. Plaskowski. (Mitteilungen aus dem Institut fiir Aerodynamik der ETH Ziirich. Herausgegeben 
von J. Ackeret: Nr. 21.) Mit Textabb., 55S. Ziirich: Verlag Leemann. 1954. 


In der neuesten Nummer der bekannten Mitteilungen aus dem Institut fiir Aerodynamik der 
ETH Ziirich finden wir diesmal drei interessante Abhandlungen. 

In der ersten gibt J. Ackeret eine theoretische Entwicklung tiber eine Erschemung, die man 
,aerodynamische Abktihlung’ bezeichnen kann und die darin besteht, da hinter angestr6mten 
Koérpern besonders tiefe Temperaturen auftreten kénnen. Da man Stroémungsablésung hat, so 
kann man, wie der Verfasser annimmt, das Abgehen von Wirbeln fiir die Abkiithlung verantwortlich 
machen. Die Berechnung auf Grund einer Potentialstr6mung und die MeBergebnisse zeigen sehr 
gute Ubereinstimmung. 

In der zweiten Abhandlung befa8t sich H. Sprenger mit der schon bekannten Tatsache der 
Teilung eines in einem Wirbelrohr str6menden Gases in einen erwarmten und einen abgekihlten 
Teilstrom. Des Verfassers Untersuchungen und Messungen gelten einer Anordnung, die ebenfalls 
soleche Erscheinungen zeigt, ndmlich dem ,,Resonanzrohr‘‘. Hs werden interessante MeBergebnisse 
und Vorfiihrungsexperimente gebracht. Wirbelrohr und Resonanzrohr werden in ihren Effekten 
miteinander verglichen. 

Die dritte Abhandlung beinhaltet theoretische und praktische Untersuchungen iiber die Schub- 
vermehrung, die durch Strahlmischung erreicht wird. Die Resultate konnten durch geschickte 
Anordnung der Diise giinstig beeinfluBt werden. 

Wie jede Nummer enthalt auch diese wieder sehr interessante Berechnungen und Messungen 
auf aerodynamischem Gebiet. R. Bruniak, Wien. 


Atomphysik. Von K. Bechert und Chr. Gerthsen. Band III: Theorie des Atombaues, l. Teil. 
Dritte, umgearbeitete Auflage. (Sammlung Géschen: Band 1123/1123a.) Mit 16 Textabb., 
148 8. — Band IV: Theorie des Atombaues, 2. Teil. Dritte, umgearbeitete Auflage. 
(Sammlung Géschen: Band 1165/1165a.) Mit 14 Textabb., 170 8S. Berlin: W. de Gruyter & Co. 
1954. Jeder Band DM 4.80. 


Mit der Fortsetzung der ersten zwei Biinde Atomphysik durch K. Bechert liegt nun auch 
eine Darstellung der Theorie der Atomhiille in der handlichen Géschen-Sammlung vor. Der 
dritte Band bringt eine ausfiihrliche Hinfithrung in die elementare Quantentheorie, Quanten- 
mechanik und Wellenmechanik; Band IV erweitert die Anwendungen auf Mehrelektronensysteme 
und Molekiile und bringt den Formalismus der Stérungsrechnung. SchlieBlich wird noch die 
Dirac-Gleichung eingefiihrt und ihre Konsequenzen werden kurz diskutiert. Beide Bande bilden 
eine sorgfailtige Zusammenstellung der Theorie der Atomhiille in konventioneller Form. Ohne 
die Verstindlichkeit zu beeintraéchtigen, wird durch knappe Darstellungsweise ein groBer Stoff 
behandelt, so da& hinsichtlich Quantitiit des dargebotenen Wissensstoffes je Pfennig Buchpreis 
gerechnet, diese beiden Biandchen an der Spitze der physikalischen Nachkriegsbiicher stehen 
diirften. W. Thirring, Wien. 
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Spannbeton fiir die Praxis. Von F’. Leonhardt. Mit 658 Textabb. und 21 Tafeln, XX, 472 8. Berlin: 
W. Ernst & Sohn. 1955. DM 55.—, geb. DM 59.—. 


Mit dem vorliegenden Werk wird im deutschsprachigen Fachschrifttum eine Liicke geschlossen, 
die sich empfindlich bemerkbar machte. Der Verfasser, bekannt als Vorkampfer und Praktiker 
der neuen Bauweise im Stahlbeton, versucht nach seinen Worten, gestiitzt auf seine jahrelangen 
Erfahrungen an zahlreichen Spannbetonbauten, eine zusammenfassende Darstellung der Grund- 
lagen des Spannbetons zu geben und vor allem fiir die Praxis im Biiro und an der Baustelle die 
notigen Erkenntnisse zu vermitteln. Der Versuch ist, das sei vorweg festgestellt, voll gelungen. 

Der Stoff ist tibersichtlich in 20 Kapitel gegliedert, welche je fiir sich ein abgeschlossenes 
Gebiet behandeln. Konstruktive und praktische Fragen werden dem Titel des Buches entsprechend 
ausfuhrlicher behandelt als die theoretischen Probleme, die so einfach wie nur méglich dargestellt 
sind. Hiezu bemerkt der Verfasser im Vorwort sehr richtig, daB das Kapitel iitber die Berechnung 
keine neue Lehre der Statik des Spannbetons enthalte, weil es eine solche nicht gebe. Beispiele 
ausgefuhrter Bauten werden nur soweit gebracht, als dies zur erliuternden Darstellung der im 
Text behandelten Prinzipien nétig erscheint. Im iibrigen ist auf das sehr reichhaltige Schrifttum 
verwiesen, fiir das im Anhang ein nach Jahreszahlen geordneter Auszug gegeben wird. Ein guter 
Gedanke war die Einbegleitung des Buches durch einen Hinweis auf die gerade beim Spannbeton 
sehr wichtige Frage des Patentschutzes. 

Dem streng systematischen Aufbau der Kapitelfolge entsprechend, behandeln die ersten 
Kapitel Grundbegriffe und Baustoffe, welch letztere in sehr eingehender Darstellung auf 
50 Seiten der Tatsache gerecht werden, daB eine unbedingte Voraussetzung erfolgreicher An- 
wendung des Spannbetons eine weit iiber das gewohnte MaB hinausgehende Giite von Stahl und 
Beton ist. Nicht weniger griindlich werden auf zusammen 85 Seiten Verankerung, Spann- 
gerate und das Vorspannen selbst behandelt und eine nach dem derzeitigen Stand liickenlose 
Darstellung dieser den Spannbeton kennzeichnenden Konstruktionseinzelheiten gegeben. Die 
nachsten 60 Seiten sind dem Verbund, der Liingsbeweglichkeit der Spannglieder und dem nach- 
traglichen Auspressen der Spannkanile gewidmet. Hierauf folgen Erérterungen iiber die Ein- 
leitung der Spannkrafte in den Beton und die Grundsatze der baulichen Durchbildung, 
was 55 Seiten des Buches in Anspruch nimmt. Die Kapitel 11 bis 15 mit zusammen mehr als 
120 Seiten sind der Berechnung vorgespannter Tragwerke gewidmet, wobei die hier entscheiden- 
den Einflisse von Schwinden und Kriechen gebtthrend beriicksichtigt werden. Der Praktiker 
wird besonders die Diagramme und Tafeln zur raschen Vorberechnung von Spannbetonbauteilen 
begriiBen. Bei Besprechung des Bruchsicherheitsnachweises geht der Verfasser, zum Teil ab- 
weichend von der DIN 4227, eigene Wege. Um das Erscheinen des Buches nicht zu verzégern, 
wurden die Stabilitétsprobleme und das Verhalten bei Ermtidungsbeanspruchung nur 
kurz gestreift und angekiindigt, daB sie in den folgenden Auflagen nach Abschlu8 noch laufender 
Versuche ausfiihrlicher behandelt werden sollen. Das gleiche gilt ftir die Besprechung bemerkens- 
werter Bruchversuche, wofiir ein eigenes Kapitel 18 vorgesehen ist. Die letzten Kapitel sind 
Sondergebieten der Vorspannung (Behalter und Rohre, Fahrbahnen, Schwellen, Maste, Schalen), 
der Feuersicherheit und Hinweisen fiir die Bauausfiihrung, Leergeriiste und dgl. gewidmet. Ein 
kurzer Abri8 der geschichtlichen Entwicklung beschlieBt das Buch. 

Die Fiille des Stoffes setzt auch den im Spannbetonbau erfahrenen Fachmann in Erstaunen 
und kein Leser wird das Buch ohne reichen Gewinn fiir sein Wissen aus der Hand legen. Fir den 
an der neuen Bauweise ausfiihrend interessierten Praktiker wird das Werk sehr rasch zum unent- 
behrlichen Handbuch und Ratgeber werden. LD. Seltenhammer, Wien. 


Mécanique vibratoire. Von R. Mazet. Mit einem Vorwort von M. M. Roy. Mit 159 Textabb., 
XIX, 2808S. Paris et Liége: Librairie polytechnique Ch. Béranger. 1955. 


Der vorliegende Band enthalt eine moderne Schwingungsmechanik, die den Berechnungs- 
ingenieur in die neuesten Methoden einfiihrt, die in den letzten Jahren zur Bewaltigung der 
schwierigen schwingungstechnischen Probleme entwickelt wurden, wie sie im Maschinenbau, 
in der Flugtechnik und in verschiedenen Zweigen der Elektrotechnik auftreten. 

Das Werk bringt zunichst eine allgemeine Einfiihrung in die Behandlung technischer 
Schwingungsprobleme und geht dann auf die ungediampften und gedémpften Schwingungen 
mit einem Freiheitsgrad ausfiihrlich ein, wobei sowohl mechanische als auch elektrische Systeme 
behandelt werden. In den nachsten Abschnitten werden gekoppelte Schwinger mit zwei und 
mehreren Freiheitsgraden sowie kontinuierliche Systeme besprochen. Den mit einem Energie- 
reservoir verbundenen Schwingern ist ein eigenes Kapitel gewidmet. Hier werden Fragen nach 
der Stabilitat der Systeme eingehend erértert. Der letzte, leider etwas zu kurz geratene Abschnitt 
geht auf nichtlineare Schwingungsprobleme ein. 

Die Kenntnis der Grundlagen der Mechanik einschlieBlich der Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen zweiter Art wird vorausgesetzt, die erforderlichen mathematischen Vorkenntnisse 
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erstrecken sich auf die Grundlagen der Heavisideschen Operatorenrechnung, der Laplace- 
Transformation und der Matrizenalgebra. 

Der behandelte Stoff halt stets den engen Anschlu8 an Probleme der Praxis und bietet fur 
den Fortgeschrittenen eine Fiille von Anregungen und Belehrungen, die dem Werk einen hohen 
instruktiven Wert verleihen. G. Heinrich, Wien. 


Theoretische und experimentelle Untersuchungen iiber das de Saint-Venantsche Prinzip, speziell 
mit Anwendung auf die Plattentheorie. Von W. Schumann. (Mitteilungen aus dem Laboratorium 
fiir Photoelastizitaét an der Eidgenéssischen Technischen Hochschule in Ziirich. Herausgegeben 
von H. Favre: Nr. 6:) Mit 69 Textabb., 84 8. Ziirich: Verlag Leemann. 1955. 


Es werden die Spannungen bzw. Momente abgeschitzt, die sich in Kérpern von unendlicher 
Ausdehnung bzw. endlicher linearer Ausdehnung ergeben, wenn auf einen kleinen Teilbereich 
(Fliche oder Volumen) dieser Kérper bestimmte Kraftesysteme wirken. Nach diesen lokal quali- 
tativen Aussagen werden fiir die beidseitig eingespannte, diinne Platte auch quantitative Aus- 
sagen gemacht. 

Der Biegezustand einer Platte 1a8t sich immer durch eine Greensche Funktion darstellen, die 
der Differentialgleichung 44:Z = 0 geniigt. Zweimalige Differentiation ergibt den ,,Greenschen 
Tensor m‘‘, der in Reihe entwickelt auf die ,,Ableitungen des Greenschen Tensors“ fihrt. Diese 
sind nur abhangig von den Randbedingungen der Platte und der Lage des Koordinatenursprungs. 
Sie ergeben mit Integralausdriicken I, die leicht zu ermitteln sind und nur von der Art des Last- 
systems abhaingen, Reihen zur Bestimmung der Biegemomente. 

Die Biegemomente in einer Platte lassen sich daher fiir verschiedene Belastungsfalle relativ 
einfach errechnen, wenn die Ableitungen des Greenschen Tensors fiir diese Platte bekannt sind. 
Deren Berechnung ist nur in einigen Fallen gelungen, es ist daher zu begriiBen, da in dieser Arbeit 
ein Verfahren fiir ihre punktweise Ausmessung eingehend erértert wird. (Fur die hiebei erforder- 
liche Ausmessung von Momenten bedient sich der Verfasser der spannungsoptischen Methode 
von H. Favre und B. Gilg.) Dieses Verfahren versagt allerdings in der Nahe der Lastangriffs- 
stelle. Fiir Kraftesysteme mit verschwindender resultierender Kraft, Dyname oder verschwin- 
denden dyadischen Produkten der Krafte mit den Ortsvektoren gelten dort sehr genau die Ab- 
leitungen des Tensors ftir die unendlich ausgedehnte Platte. In diesen Fallen ist die Ermittlung 
der Biegemomente fiir den ganzen Bereich der Platte méglich. 

Fir die technisch haufigeren Falle der gewichtsbelasteten, diinnen Platten kénnen die Momente 
in der Nahe der Lastangriffsstelle mit Hilfe der Greenschen Funktion jedoch weiterhin nur er- 
rechnet werden, wenn diese auf andere Art gefunden wurde. G. SchneeweiB, Wien. 


Astronautica Acta. Im Auftrage der Internationalen Astronautischen Féderation bringt der 
Springer-Verlag Wien nunmehr eine den Zielen dieser Gesellschaft gewidmete Zeitschrift heraus, 
die vierteljahrlich erscheinen soll. Die klangvollen Namen der Herausgeber, wie Wernher v. Braun 
und H. Sdnger zusammen mit /’. Hecht als Schriftleiter, garantieren nicht allein hohes wissen- 
schaftliches Niveau, sondern auch konsequenten Ausbau der den Problemen der Raumfahrt 
zugedachten Zeitschrift. 


Der Griff nach den Sternen gehért nicht mehr in das Reich einer ungebindigten Phantasie, 
denn der technische Fortschritt hat es erméglicht, neue Antriebsmaschinen zu entwickeln, mit 
welchen man in nicht zu ferner Zeit ein erstes groBes Ziel — die Uberwindung der Erdenschwere — 
zu erreichen hofft. Aber selbst wenn nur eines der praktischen Ziele — wie etwa der Transkon- 
tinent-Verkehr in und auBerhalb der Stratosphare — realisiert werden soll, wie zahlreich sind die 
Probleme flugtechnischer, physikalischer, chemischer und medizinisch-biologischer Natur, die alle 
gelést sein wollen. Hier gilt es vielleicht mehr als anderswo, den Gehalt der Dinge mit auBerster 
Kritik zu priifen. Den rechten Weg zu zeigen, wird Aufgabe der Astronautica Acta sein. Thr Er- 
scheinen wird von allen jenen willkommen geheiBen werden, welche an die Kithnheit des mensch- 
lichen Geistes glauben, von der ewigen Sehnsucht nach Wissen erfiillt sind und ein mutiges Herz 


besitzen. H, Nowotny, Wien. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 


Herausgeber und Higentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: Prof. Dr. Franz 
Magyar, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13. — Druck: Manzsche Buchdruckerei, Wien IX, Lustkandigasse 52. 
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H. Weirich, Zur Ermittlung des Trigheitspoles und der Tragheitspolkurve. (Mit 5 Text- 
abbildungen.) 


eco anse sce Wie Mincnfehin ss. mA Gis Sib Tel's late Con6iq fe. eye's PoNEStgE clara, «ats clabale: «LEW chiens mee ore aneuk 230 
H. Winter, Beitrag zum hydraulischen Verzweigungsproblem. I. (Mit 5 Textabbildungen.) . 239 
Hi. Ziegler, Zum Problem der groBen Spannweiten. (Mit 9 Textabbildungen.) ............ 250 
Buchbesprechungen RRs ie aA a ca es ce His < Mie cereal < Meee Ale AERA. gay en 262 


Ackeret, J., Uber die Temperaturverteilung hinter angestrémten Zylindern; Sprenger, 
H., Uber thermische Effekte in Resonanzrohren; Plaskowski, Z., Schubvermehrung 
durch Strahimischung (R. Bruniak). — Bechert, K. und Chr. Gerthsen, Atomphysik; 
Band III, 1. Teil, 3. Aufl., und Band IV, 2. Teil, 3. Aufl. (W. Thirring). — Leonhardt, 
F., Spannbeton fiir die Praxis (L. Seltenhammer). — Mazet, R., Mécanique vibratoire 
(G. Heinrich). — Schumann, W., Theoretische und experimentelle Untersuchungen iiber 
das de Saint-Venantsche Prinzip, speziell mit Anwendung auf die Plattentheorie (G. 
Schneewei8). — Astronautica Acta (H. Nowotny). 
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| Dynamik + 
des Bogentragers und Kreisringes 


Von 2 
Karl Federhofer 


; Professor an der Technischen Hochschule Graz 
Mit 35 Textabbildungen und 26 Zahlentafeln. XII, 179 Seiten. Gr.-8°. 1950 
| Steif geheftet S 138.—, DM 23.—, $5.50, sfr. 23.50 


Aus den Besprechungen: 


... Das vorliegende Werk des bekannten Autors stellt im wesentlichen eine Erweiterung unserer 
Kenntnisse in der Schwingungsforschung dar. Wird doch im Gegensatz zu den bekannten Stan- 


dardwerken iiber technische Schwingungsprobleme der Fall gekriimmter Stabe eer emgehenden 
Siahandinay unterzogen. Der Verfasser beschrinkt sich aber nicht nur auf die allgemeine Behand- 
_ lung der Probleme, sondern er ist bemitht, bis zur zahlenmaBigen Auswertung jedes Problems 


idringen. So findet man auch die Naherungsverfahren in vollkommener Art durchgefihrt, 
er aatiht dem Leser méglich, mittels der zahlreichen Tabellen und Darstellungen jedes ein- 


-schligige Problem auch rasch tiberschlagsweise zu beurteilen.‘ Acta Physica Austriaca 


Die Eigenschwingungen der Bogentrager und des Kreisringes sind in zahlreichen Abhandlungen 


- teilweise weitgehend behandelt worden, jedoch fehlte bisher eine so zusammenfassende Darstel- 


lung, wie sie das vorliegende, dem Andenken F. Wittenbauers gewidmete Werk bietet. Die 
reichen Erfahrungen des Verfassers gerade auf diesem Gebiet konnten ihn wie keinen zweiten zu 
einer solchen Arbeit befahigen. .. .“‘ Konstruktion 


« _. Book is orderly, compact, and contains considerable information on vibrations of curved 


‘members and circular rings, and should be of interest to aeronautical, electrical, mechanical, and 


structural engineers.” Applied Mechanics Review 
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Aufgaben aus der Hy dromechanik. von Karl Yellerkotée, pets ty 
an der Technischen kab tb Graz. 245 Aufgaben nebst pare as Mit 235 Textab- es 
pildungen. V, 221 Seiten. Gr.-8°. 1954. < 

Steif geheftet S 144.—, DM 24.—, $ 5 10, “sfr. 24. 50 ves 
Ganzleinen S 162.—, DM 27.—, $ 6. 45, _sfr. 27. 70 ee 
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,,Den bestbekannten drei Banden Federhofers betreffend Aufgaben aus der Mechanik des Punktes und des starren Korpers 
hat sich nun in erfreulicher Weise ein weiterer Band hinzugesellt. Er behandelt in 14 Abschnitten Aufgaben aus der techni- 
schen Hydromechanik inklusive Grundwasserbewegung und Modeliregeln. Auch dieser neue Band ist ein ‘auBerst wertvoller 
Wegweiser, der aufzeigt, wie die theoretischen Lehren der Hydromechanik auf praktische Aufgaben anzuwenden sind. Die et 
Aufgabenstellung, zunadchst fiir den Studierenden bestimmt, ist stets klar umrissen und der Gang der Lésung in exakter a 
und doch leichtverstiindlicher Weise dargelegt. Das Buch ist auch eine sehr notwendige Ergdnzung von Vorlesung und Lehr- 
buch. Denn in beiden kénnen Beispiele nur in beschrinkter Anzahl gebracht werden, weil es entweder an Zeit oder an Raum 
mangelt. Insbesondere beim Ingenieur findet die Macht des Wissens in seinem Kénnen ihren sinnfilligen Ausdruck, und so — 
werden alle, die mit oder am Wasser zu tun haben, i wertvolle, vom Verlag aufs beste ausgestattete Neuerscheinung 
dankbarst begriiBen.“‘ Osterreichische Wasserwirtschaft — 


. Die Auswahl und die Reichhaltigkeit der Aufgaben in geschickter padagogischer ae ae 1aBt die langjaihrige Er- 3 
pirate des Verfassers als Hochschullehrer erkennen. Da bisher gerade fiir die Hydromechanik nur wenige deutschsprachige 
Werke mit zahlreichen gelésten Aufgaben der Praxis vorhanden sind, ist dieses Buch sehr zu weer > Der Bauingenieur 


,,Vor einigen Jahren hat der Verfasser drei Bande mit Priifungs- or Ubungsaufgaben dae der Mechanik des ae 2 F 
und des starren K6érpers herausgegeben. Das vorliegende Buch setzt diese ausgezeichnete Sammlung mit Aufgaben aus der ae ™ 
Hydromechanik wiirdig fort. Die Hydrostatik ist mit Problemen tiber Niveauflachen, Druck auf Begrenzungsflachen und a : 
schwimmende Koérper vertreten, die Hydrodynamik mit AusfluB-, Laminarstrémungs-, Rohrleitungs- und Schwingungs- 3 
problemen, ferner mit Kapiteln tiber Grundwasserstromung, komplexe Strémungstheorie und Modellmechanik. Die Aufgaben — ; 
sind ausnahmslos interessant. Sie weisen verschiedenen Schwierigkeitsgrad auf und vermdgen damit jeden Leser zu fesseln. eS 2 
Wie schon bei der fritheren Sammlung, so besteht auch hier der besondere Reiz im systematischen Aufbau sowie in der Aus- 

Ne al ei DS mit der die Lésungen ane werden. Damit bietet. das Buch eels mehr als sein bescheidener Titel an-_ 
deutet. ; Ae ; : ott Schweizer Se apr oec 
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Priifungs- und Ubungsaufgaben aus der Mechanik. des” ES 
Punktes und des starren Kérpers. Von Dr. Karl Federhoter, o. Pro: Rint 


fessor an der Technischen Hochschule Graz. In drei Teilen. . t ae. a e, 
Erster Teil: Statik. 165 Aufgaben nebst Lésungen. Mit 243 Toxipbbidugeel: ae +e 
130 Seiten. Gr.-8°. 1950. Steif geheftet S58.—, DM 9.60, $2.30, sfr.10— 4 
Zweiter Teil: Kinematik und Kinetik des Punktes. 113 a ia nebst a. y a 
Mit 105 Textabbildungen. IV, 103 Seiten. Gr.-8°, 1951. : a 

Steif geheftet S 58.—, DM 9.60, $ 2 30, sfr. 10.— ave 
Dritter Teil: Kinematik und Kinetik starrer Systeme, 149 Aufgaben nebst TSeqnyers 5a) : > 


Mit 191 Textabbildungen. V, 139 Seiten. Gr.-8°. 1951. 
Steif co Pet 8 58.—, DM 9.60, $ 2.30, sfr. ee 


Alle drei Teile in einem Band gebunden: Ganzleinen 8 189.—, DM 31 50, * cf 50, sfr. 32 30° 


# 


“a 
% 
Pa 


Aus den Boagpeasnuny eam 


»Die Sammlung verrit in Auswahl und Reichhaltigkeit die langjihrige Lehrerfahrung des Verfassers. ‘Sie stellt, eine ae 
willkommene Ergiinzung zu deutschen Lehrbiichern dar, weil diese im allgemeinen nur wenige Ubungsbeispiele enthalten, ‘ 
und sie eignet sich in ausgezeichneter Weise zur Vertiefung des Studiums und zum Bintiben der Anwendung. ‘Die Aufgaben b 
betreffen die Bewegung des freien und des gefiihrten Massenpunktes, die Kinematik und Kinetostatik der ebenen Systeme, eee 
keine Schwingungen sowie die Bewegung verdnderlicher Massen. Auch die Lésung, die jeder Aufgabe. beigefiigt ist, Btin 
der Ausfiihrlichkeit und Klarheit ihrer Darstellung nichts zu wationeh iibrig.“ . VDI-Zeitechrit 4 


,»+-. Das Buch, das in erster Linie den Studierenden bei der aerbelfune ihrer Ubungsaufgaben. sowie bei der Prifungs.. i= 
vorbereitung Anleitung und Hilfe geben soll, kann dariiber hinaus dem in der Prax ‘stehenden Ingenieur als Repetitorium 
der Statik starrer Kérper sehr empfohlen werden.“‘ , i ee 
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